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摘　 要： 函数查询是大数据分析应用中重要的一种操作，如何准确、高效地得到查询结果是大数据环境下函数查询亟待解决

的问题，函数查询的结构特征是解决该问题的基础。 目前，大数据中可执行函数查询的数据模型以关系模型为主导，因此，本
文重点研究关系数据模型中函数查询的结构特征。 首先，对经典关系数据库中属性进行了扩充定义，在此基础上，给出函数

查询的形式化定义，并用一阶语言描述函数查询，最后，证明了函数查询具有一阶查询层次结构特征。
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０　 引　 言

查询（即，由数据库到关系的函数）和查询语言

（即，用于表示这一函数的语言） ［１］ 一直以来都备受

人们关注。 Ｃｏｄｄ 于 １９７０ 年提出关系数据模型后，
关系模型的查询及查询语言成为研究热点，出现了

一批具有影响力的研究成果，如一阶关系演算以及

关系代数［２－３］、合取查询［４］、表查询［５］、函数查询语

言［６］等。
近年来，随着大数据地位的提升，如何在大数据

环境下准确、高效地得到查询结果是函数查询亟待

解决的问题，其中如何解决查询解答问题一直是人

们关注的重点问题。 大数据为查询解答带来了挑

战，大数据查询的计算复杂性不再类似传统查

询［７］。 文献［７］对查询解答问题难易程度的判定提

出了形式化的方法，并对预处理问题进行了研究，提
出了数据驱动的预处理和查询驱动的预处理两种方

法。 文献［８］明确了大数据环境下查询解答问题难

易程度的划分标准，对什么查询在大数据上是易处

理的、如何求解大数据查询的复杂性等问题给出了

一系列预处理方案，对查询解答问题的近似求解算

法进行了探讨。
在大数据应用环境下，函数查询成为主要操作，

如函数查询语言可以用于定义大数据上的分析查

询，用其结果定义各种执行任务［９］。 为了便于表示

大数据上的函数查询，Ｎｉｃｈｏｌａｓ 等人［９］ 提出一种高

级函数查询语言（ＨＩＦＵＮ），但没有给出函数查询的

形式化定义，也没有对函数查询的结构特征及复杂

性问题进行研究。 函数查询的结构特征是分析查询

解答复杂性的基础，本文以关系数据模型为对象，对
经典的关系数据库进行了扩充定义。 在此基础上，
给出函数查询的形式化定义，分析函数查询的可计

算性，用一阶语言描述函数查询，并证明函数查询的

结构是一阶查询层次结构。
１　 扩充数据库及函数查询

文献［１０］对数据库的结构特征进行了详细分

析并且给出了经典结论，但在其数据库的定义中忽



略了属性的描述，因此该定义不适用于函数查询的

结构特征研究。 本文针对文献［８］中数据库的定义

进行扩充，文献［１０］关于数据库的定义如下。
定义 １　 数据库　 令 Ｕ是某个可数论域。 数据

库是元组Ｂ ＝ （Ｄ， Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ），其中Ｄ ⊂ Ｕ，Ｄ
是有限的。 对于每一个 １≤ ｉ≤ ｋ，当 ａｉ ≥０时，Ｒ ｉ ⊂
Ｄａｉ。 ａｉ 为 Ｒ ｉ 的秩，Ｂ 的类型可以看作 ａ ＝ （ａ１， ａ２，
．．． ， ａｋ）。 将向量 Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ 简写成 Ｒ，将数据

库写成 Ｂ ＝ （Ｄ， Ｒ）。
例 １　 举出一个数据库 Ｂ 的实例。 论域 Ｕ ＝

｛２，３，４，５｝，数据库 Ｂ ＝ （Ｄ， Ｒ１， Ｒ２），Ｄ ＝ ｛２， ３，
４， ５｝，Ｒ１ ＝ ｛（２， ５）， （４， ２）， （４， ３）， （５， ２）｝ ⊂
Ｄ ´Ｄ，Ｒ２ ＝ ｛４， ２｝ ⊂ Ｄ，见表１、表２。 ｋ ＝ ２，ａ１ ＝ ２，
ａ２ ＝ １。

表 １　 例 １ 中的关系 Ｒ１

Ｔａｂ． １　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ１ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

关系 Ｄ Ｄ
Ｒ１ ２ ５

４ ２

４ ３

５ ２

表 ２　 例 １ 中的关系 Ｒ２

Ｔａｂ． ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ２ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

关系 Ｄ Ｄ

Ｒ２ ４ ２

　 　 以上定义的不足之处是没有给出属性的描述，
为了扩充数据库的定义，把属性看作函数。 给出属

性的形式化定义如下。
定义 ２　 属性　 数据库 Ｂ ＝ （Ｄ， Ｒ） 与定义 １

含义相同，Ｂ 中关系 Ｒ ｉ 中的每个属性都是函数。
Ａｔｔ ＝ ｛Ａｔｔ１， Ａｔｔ２， … ， Ａｔｔｋ｝ 是个集族，Ａｔｔ ｊ 是个属性

集，Ａｔｔ ｊ 中属性的个数与 Ｒ ｉ 的秩相同。 Ａｔｔ ｊ 中每个属

性（即简单属性） 表示如下：
Ａｉ ＝∪ｎ

ｌ ＝ １｛ ｔｉ（ ｌ，ｉ）｝， （１）
　 　 其中， ｌ 表示行号，ｉ 表示列号，ｔｉ 是一个如下形

式的函数：
ｔｉ： ＲＯ ´ＣＯ → Ｄ，

　 　 其中， ＲＯ 表示行号的集合，ＣＯ 表示列号的集

合。 由函数 ｔｉ 确定 Ａｔｔ ｊ 中每个属性 Ａｉ 的属性值。
ＥＡｔｔ ＝ ｛ＥＡ１， ＥＡ２， … ， ＥＡｋ｝ 是扩充属性集，

扩充属性 ＥＡｉ 对应于 Ｒ 中的扩充属性，扩充属性的

个数与关系 Ｒ ｉ 的个数相同。 扩充属性表示如下：
ＥＡｉ ＝∪ｎ

ｌ ＝ １｛ｅｔｉ（Ｄｃ）｝， （２）
　 　 其中， ｌ 表示行号，ｉ 表示列号，ｅｔｉ 是一个如下形

式的函数：
ｅｔｉ： Ｄｃ → Ｕ，

　 　 其中， Ｄｃ 表示 Ａｔｔ ｊ 中某些属性的属性值的笛卡

尔积。 由函数 ｅｔｉ 确定属性 ＥＡｉ 的属性值。
扩充数据库的定义如下。
定义 ３　 扩充数据库　 令 Ｕ是某个可数论域。

扩充数据库是元组 Ｂ ｆ ＝ （Ｄ， Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ， Ｓ１，
Ｓ２， ．．． ， Ｓｋ），其中Ｄ ⊂ Ｕ，Ｄ是有限的。 对于每一个

１ ≤ ｉ ≤ ｋ， 函数集合 Ｓｉ 对应关系 Ｒ ｉ 中的属性的集

合，当（ａｉ ＋ １） ≥ １ 时 Ｒ ｉ ⊂ Ｕａｉ＋１。 （ａｉ ＋ １） 为 Ｒ ｉ 的

秩，亦是 Ｓｉ 中函数的个数。 其中，前 ａｉ 个函数 Ｓａｉ 为

简单函数（即简单属性），第（ａｉ ＋ １） 个函数 Ｓａｉ＋１ 为

复杂函数（即扩充属性）。 Ｂ ｆ 的类型可以看作（ａ ＋
１） ＝ （（ａ１ ＋ １）， （ａ２ ＋ １）， ．．． ， （ａｋ ＋ １））。 将向量

Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ 简写成 Ｒ，将向量 Ｓ１， Ｓ２， ．．． ， Ｓｋ 简

写成Ｓ，将扩充数据库写成 Ｂ ｆ ＝ （Ｄ， Ｒ， Ｓ）。 假设扩

充数据库每个关系中只有一个扩充属性。
例 ２　 举一个扩充数据库 Ｂ ｆ 的实例。 论域Ｕ ＝

｛２， ３， ４， ５， ６， ７｝，扩充数据库 Ｂ ｆ ＝ （Ｄ， Ｒ１， Ｒ２，
Ｓ１， Ｓ２），其中 Ｄ ＝ ｛２， ３， ４， ５｝，Ｒ１ ＝ ｛（２， ５， ７），
（４， ２， ６）， （４， ３， ７）， （５， ２， ７）｝ ⊂ Ｕ ´Ｕ ´Ｕ，
Ｒ２ ＝ ｛（４， ６）， （２， ３）｝ ⊂ Ｕ ´Ｕ，关系 Ｒ１、Ｒ２ 分别

见表３、表４。 Ｓ１ ＝ ｛Ａ１， Ａ２， ＥＡ１｝，Ｓ２ ＝ ｛Ａ３， ＥＡ２｝。
ｋ ＝ ２，（ａ１ ＋ １） ＝ （２ ＋ １）， （ａ２ ＋ １） ＝ （１ ＋ １）。 其

中扩充属性集 ＥＡｔｔ ＝ ｛ＥＡ１， ＥＡ２｝。
表 ３　 例 ２ 中的关系 Ｒ１

Ｔａｂ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ１ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

Ａ１ Ａ２ ＥＡ１

２ ５ ７
４ ２ ６
４ ３ ７
５ ２ ７

表 ４　 例 ２ 中的关系 Ｒ２

Ｔａｂ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ２ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

Ａ３ ＥＡ２

４ ６

２ ３

　 　 下面给出函数查询的形式化定义。
定义 ４　 函数查询 　 类型为（ａ ＋ １） ®ｂ 的函

数查询是部分函数：
Ｑｆ：｛Ｂ ｆ ｜ Ｂ ｆ 是类型为（ａ ＋ １） 的数据库｝ ®２Ｕｂ，
满足以下条件：
（１） Ｑｆ 满足部分递归。
（２） 如果 Ｑｆ（Ｂ ｆ） 有定义，Ｑｆ（Ｂ ｆ） ⊂ Ｕｂ 且 Ｑｆ
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（Ｂ ｆ） 是有限的。
（３） 如果函数查询满足：函数查询是部分递归

并且满足一致性条件：如果 Ｂ ｆ®
ｈ Ｂ ｆ ¢，那么 Ｑｆ（Ｂ ｆ ¢）

＝ ｈ（Ｑｆ（Ｂ ｆ）），那么函数查询是可计算的。
补操作与组合操作是查询中的 ２ 个基本操作，

现给出函数查询中补操作和组合操作的定义。
定义 ５　 补操作　 Ｑｆ 是类型为（ａ ＋ １） 的函数

查询，补函数查询 ¬ Ｑｆ 与 Ｑｆ 类型相同，定义如下：
¬ Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ） ＝ Ｕｂ － Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ）， （３）
且当Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ） 无定义时，¬ Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ） 是

无定义的。 对于函数查询集合 Ｃ，有：
¬ Ｃ ＝ ｛¬ Ｑｆ ｜ ＱｆÎＣ｝， （４）

　 　 例 ３　 已知有例 ２ 所示的扩充数据库 Ｂ ｆ ＝ （Ｄ，
Ｒ１， Ｒ２， Ｓ１， Ｓ２），以及扩充数据库 Ｂ ｆ 上的函数查询

Ｑｆ，如果查询结果的秩 ｂ ＝ ２，那么函数查询 Ｑｆ 可以

表示为：
Ｑｆ：｛Ｂ ｆ ＝ （Ｄ， Ｒ１， Ｒ２， Ｓ１， Ｓ２）｝ ®２（ Ｕ ´Ｕ ）

函数查询 Ｑｆ 的查询结果见表 ５。
表 ５　 Ｑｆ的查询结果

Ｔａｂ． ５　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｑｕｅｒｙ Ｑｆ

ＥＡ１ Ａ３

７ ４

６ ２

７ ２

Ｑｆ（Ｂ ｆ） ＝ ｛（７， ４）， （６， ２）， （７， ２）｝
¬ Ｑｆ（Ｂ ｆ） ＝ Ｕ２ － Ｑｆ（Ｂ ｆ） ＝ ｛（２， ２）， （２， ３）， （２，
４）， （２， ５）， （２， ６）， （２， ７）， （３， ２）， （３， ３），
（３， ４）， （３， ５）， （３， ６）， （３， ７）， （４， ２）， （４，
３）， （４， ４）， （４， ５）， （４， ６）， （４， ７）， （５， ２），
（５， ３）， （５， ４）， （５， ５）， （５， ６）， （５， ７）， （６，
３）， （６， ４）， （６， ５）， （６， ６）， （６， ７）， （７， ３），
（７， ５）， （７， ６）， （７， ７）｝

定义 ６　 组合操作　 Ｑｆ ＝ （Ｑｆ １， Ｑｆ２， ．．． ， Ｑｆｎ）
是一组类型为（ａ ＋ １） ®ｂ１， （ａ ＋ １） ®ｂ２， ．．． ， （ａ
＋ １） ®ｂｎ 的函数查询序列，其中 ａ ＝ （ａ１， ａ２， ．．． ，
ａｋ）。 如果 Ｑｆ 是类型为（ｂ ＋ １） ＝ （（ｂ１ ＋ １）， （ｂ２ ＋
１）， ．．． ， （ｂｋ ＋ １）） ®ｃ 的函数查询，那么函数查询

Ｑｆ、Ｑｆ 的组合 Ｑｆ  Ｑｆ 是类型为（ａ ＋ １） ®ｃ的函数查

询，定义如下：
Ｑｆ  Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ） ＝ Ｑｆ（Ｄ， Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ）， Ｓ） ＝

Ｑｆ（Ｄ， Ｑｆ １（Ｄ， Ｒ， Ｓ）， Ｑｆ ２（Ｄ， Ｒ， Ｓ）， ．．． ， Ｑｆｎ（Ｄ，
Ｒ， Ｓ）， Ｓ） ． （５）
且当函数查询Ｑｆ 或者函数查询Ｑｆ 无定义时，Ｑｆ  Ｑｆ

是无定义的。 如果 Ｃ１，Ｃ２ 表示函数查询集合，那么：
Ｃ１  Ｃ２ ＝ ｛ Ｑｆ  Ｑｆ ｜ ＱｆÎＣ１，且如果Ｑｆ ＝ （Ｑｆ １，

Ｑｆ２， ．．． ， Ｑｆｎ），那么 ＱｆｉÎＣ２｝
例 ４　 举出一个扩充数据库 Ｂ ｆ 的实例。 论域

Ｕ ＝ ｛２， ３， ４， ５， ６， ７， １２， １５｝，扩充数据库 Ｂ ｆ ＝
（Ｄ， Ｒ１， Ｒ２， Ｒ３， Ｓ１， Ｓ２， Ｓ３），其中 Ｄ ＝ ｛２， ３， ４，
５， ６｝，Ｒ１ ＝ ｛（２， ５， ７）， （４， ２， ６）， （４， ３， ７），
（５， ２， ７）｝ ⊂ Ｕ ´Ｕ ´Ｕ，Ｒ２ ＝ ｛（２， ４， ６）， （４， ２，
３）｝ ⊂ Ｕ ´Ｕ ´Ｕ，Ｒ３ ＝ ｛（３， ５， １５）， （２， ６，１２）｝ ⊂
Ｕ ´Ｕ ´Ｕ，关系 Ｒ１、Ｒ２、Ｒ３ 分别见表 ６ ～ 表 ８。 Ｓ１ ＝
｛Ａ１， Ａ２， ＥＡ１｝，Ｓ２ ＝ ｛Ａ１， Ａ３， ＥＡ２｝，Ｓ３ ＝ ｛Ａ２， Ａ４，
ＥＡ３｝。 即 ｋ ＝ ３，（ａ１ ＋ １） ＝ （ａ２ ＋ １） ＝ （ａ３ ＋ １） ＝
（２ ＋ １）。

表 ６　 例 ４ 中的关系 Ｒ１

Ｔａｂ． ６　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ１ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ４

Ａ１ Ａ２ ＥＡ１

２ ５ ７

４ ２ ６

４ ３ ７

５ ２ ７

表 ７　 例 ４ 中的关系 Ｒ２

Ｔａｂ． ７　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ２ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ４

Ａ１ Ａ３ ＥＡ２

２ ４ ６

４ ２ ３

表 ８　 例 ４ 中的关系 Ｒ３

Ｔａｂ． ８　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｒ３ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ４

Ａ２ Ａ４ ＥＡ３

３ ５ １５

２ ６ １２

　 　 已知有如上扩充数据库 Ｂ ｆ， Ｂ ｆ 上的函数查询

Ｑｆ，Ｑｆ １，Ｑｆ ２，其类型分别为（１，１） ®２，（２ ＋ １） ®１，
（２ ＋ １） ®１，Ｑｆ ＝ （Ｑｆ １， Ｑｆ ２），则 Ｑｆ  Ｑｆ ＝ ｛（４，
１５）， （２， １２）｝，Ｑｆ  Ｑｆ 的查询结果见表 ９。

表 ９　 Ｑｆ Ｑｆ的查询结果

Ｔａｂ． ９　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｑｕｅｒｙ Ｑｆ  Ｑｆ

Ａ３ ＥＡ３

４ １５

２ １２

２　 函数查询层次结构

查询语言是用来描述查询的工具［１１］，为了从理

论上研究查询问题，人们通常使用一阶语言描述查

询［１０］。 本文的研究也是基于一阶语言，下面给出描

４２ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １０ 卷　



述函数查询的一阶查询语言的定义。
定义 ７　 一阶语言 　 Ｌ 是没有函数符号，具有

等式的一阶语言，Ｒ１，Ｒ２，… 作为关系符号，其中 Ｒ ｉ

是具有扩充属性的关系，使用符号 Ｒ ｉ 表示关系及作

为关系本身，关系 Ｒ ｉ 的元数隐含在上下文中。 ＦＯ
表示由以下表达式组成的语言：

ｘ．Ｒ．Ψ， （６）
　 　 其中，Ψ是 Ｌ中的公式；ｘ是不同的变量向量，包
括所有在 Ψ 中出现的自由变量；Ｒ 是不同的谓词符

号，包括所有出现在 Ψ 中的关系。
当 ｜ ｘ ｜ ＝ ｂ，Ｒ ｉ 的秩为（ａｉ ＋ １） 时，ＦＯ中的表达

式 ｘ．（Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ） ．Ψ（ｘ） 表示（ａ ＋ １） ®ｂ类型

的函数查询 Ｑｆ。 函数查询 Ｑｆ 定义为 Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ） ＝

｛ｄ ÎＵｂ ｜ Ψ（ｄ） 在 Ｑｆ（Ｄ， Ｒ， Ｓ） 中为真｝。
例 ５　 如下表达式：
（ｘ， ｓ２）（Ｒ１， Ｒ２）（$ｙ）（Ｒ１（ｘ， ｙ， ｓ１） ∧ Ｒ２（ｙ， ｓ２））

表示类型为（（２＋１）， （１＋１）） ®２ 的查询。
定义 ８　 一阶查询 　 Ｑｆ Ｍ 记为由 Ｍ 表示的函数

查询，Ｍ ÎＦＯ，Ｑｆ Ｗ ＝ ｛Ｑｆ Ｍ ｜ Ｍ ÎＷ ｝，Ｗ ⊂ ＦＯ。 集

合 ＱＦＯ 是一阶查询的集合，并用 Ｆ 表示。
定义 ９　 否定操作 　 ＦＯ 中的形如 ｘ．Ｒ．Ψ 的表

达式Ｍ，其否定 ¬ Ｍ记为 ｘ．Ｒ．¬ Ψ；¬ Ｗ ＝ ｛¬ Ｍ ｜ Ｍ
ÎＷ ｝，Ｗ ⊂ ＦＯ。

例 ６　 令 Ｍ 为（ｘ， ｓ２）（Ｒ１， Ｒ２）（$ｙ）（Ｒ１（ｘ， ｙ，
ｓ１） ∧ Ｒ２（ｙ， ｓ２）），则 ¬ Ｍ 为（ｘ， ｓ２）（Ｒ１， Ｒ２）（"ｙ）
¬ （Ｒ１（ｘ， ｙ， ｓ１） ∨ Ｒ２（ｙ， ｓ２））。

引理 １　 对于任意Ｍ ÎＦＯ，有 Ｑｆ （ ¬ Ｍ ） ＝ ¬ Ｑｆ Ｍ，
对于任意 Ｗ ⊂ ＦＯ，有 Ｑｆ （ ¬ Ｗ ） ＝ ¬ Ｑｆ Ｗ。

同样地，定义替换操作类比函数查询中的组合

操作。
定义 １０ 　 替换操作 　 Ｍ ＝ ｘ． （Ｔ１， Ｔ２， ．．． ，

Ｔｋ） ．Ψ，其中 Ｔｉ 的秩为（ａｉ ＋ １）。 Ｎ ＝ （Ｎ１， Ｎ２， ．．． ，
Ｎｎ），其中 Ｎｉ ＝ ｙｉ ． （Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ） ．Φｉ，Ｒ ｉ 的秩为

（ａｉ ＋ １）， ｜ ｙｉ ｜ ＝ （ａｉ ＋ １）。 Ｍ  Ｎ 表示表达式 ｘ．
（Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ） ． Ψ ¢，其中同时用 Φｉ 替换 Ψ 中的

Ｔｉ 得到 Ψ ¢，通过重命名受限变量或相等变量，将 ｙｉ

与 Ｔｉ 中出现的参数进行匹配。
例 ７　 令Ｍ ＝ ｓ１．（Ｔ１， Ｔ２）．（$ｙ）（Ｔ１（ｘ， ｙ， ｓ１） ∧

Ｔ２（ｙ， ｓ２）），Ｎ１ ＝ （ｙ， ｓ４， ｚ）．（Ｒ１， Ｒ２）．（"ｗ）（Ｒ１（ｙ， ｚ，
ｓ３） ∨ Ｒ２（ｗ， ｚ， ｓ４）），Ｎ２ ＝ （ｕ， ｓ６）． （Ｒ１， Ｒ２）．
（$ｙ）（Ｒ１（ｕ， ｕ， ｓ５） ∧ Ｒ２（ｕ， ｙ， ｓ６）），那么 Ｍ  Ｎ ＝
ｓ１．（Ｒ１， Ｒ２）．（$ｙ）（（"ｗ）（Ｒ１（ｓ１， ｓ１， ｓ３） ∨ Ｒ２（ｗ， ｓ１，
ｙ）） ∧ （$ｚ）（Ｒ１（ｓ１， ｓ１， ｓ５） ∧ Ｒ２（ｓ１， ｚ， ｙ）））。

定义 １１　 对于集合 Ｗ，Ｖ ⊂ ＦＯ，其组合操作记

为 Ｗ  Ｖ ＝ ｛Ｍ  （Ｎ１， Ｎ２， ．．． ， Ｎｎ） ｜ Ｍ ÎＷ，ＮｉÎＶ，
１ ≤ ｉ ≤ ｋ ｝。

易证得出研究引理，详见如下。
引理 ２　 对于任意Ｍ，（Ｎ１， Ｎ２， ．．． ， Ｎｎ） ÎＦＯ，

有 Ｑｆ（Ｍ° （Ｎ１，．．．，Ｎｎ））
＝ Ｑｆ Ｍ  Ｑｆ （Ｎ１，．．．，Ｎｎ）。 对于任意集合

Ｗ，Ｖ ⊂ ＦＯ，有 Ｑｆ （ Ｗ  Ｖ ） ＝ Ｑｆ Ｗ  Ｑｆ Ｖ。
定义 １２　 存在查询　 ＥＸ 表示如下形式的表达

式集合：
ｘ．Ｒ．（$ｙ） ．Ψ，

　 　 其中， Ｒ 是具有扩充属性的关系，Ψ 是无量词

的，Ｅ ＝ ＱＥＸ 表示存在性函数查询的集合。
引理 ３　 对于任意函数查询集合 Ｃ，有：

Ｃ ∪ ¬ Ｃ ⊂ Ｅ  Ｃ ＝ Ｅ  ¬ Ｃ ＝ Ｅ  （Ｃ ∪ ¬ Ｃ）
　 　 证明　 函数查询是函数。 令 Ｃ１ 为集合 Ｃ 中的

任一函数查询，其定义域为 Ｄ１，值域为 Ｒｎ１，则 ¬ Ｃ１

的定义域为Ｄ１，值域为¬ Ｒｎ１，令Ｅ１ 为集合Ｅ中的任

一存在性函数查询，其定义域为 Ｄ２，值域为 Ｒｎ２。 那

么有：
（Ｅ１  Ｃ１）： Ｄ１®Ｒｎ２，
（Ｅ１  ¬ Ｃ１）： Ｄ１®Ｒｎ２，
（Ｅ１  （Ｃ１ ∪ ¬ Ｃ１））： Ｄ１®Ｒｎ２，
综上所述，引理 ３ 成立。
本文将属性视为函数，对数据库重新定义，经过研

究发现，函数查询的层次结构与多项式时间层次结

构［１２］、一阶查询层次结构［１０］等已知层次结构相似。
下面给出表达式集合的层次结构的定义，由此

引出函数查询集合的层次结构。
定义 １３　 表达式层次结构　 表达式集合 ＦＯ 的

集合｛∑ ｉ
，Γ ｉ｝ ｉ ＜ ω 定义如下：

（１） ∑ ０
＝ ｛ｘ．Ｒ．Ψ ｜ Ψ 中无量词｝，

（２） ∑ ｉ ＋１
＝ ＥＸ  Γ ｉ，

（３） Γ ｉ ＝ ¬ ∑ ｉ
，

其中， 关系 Ｒ 具有扩充的属性的关系。 表达式

集合∑ ｉ
，Γ ｉ 对应的函数查询集合记为∑Ｑｆ

ｉ
，ΓＱｆ

ｉ 。

定义 １４　 一阶查询层次结构　 函数查询集合

的集合｛∑Ｑｆ

ｉ
，ΓＱｆ

ｉ ｝ ｉ ＜ ω，称为一阶查询层次结构，其

中∑Ｑｆ

ｉ
＝ Ｑｆ∑ ｉ

，ΓＱｆ
ｉ ＝ Ｑｆ Γｉ

。

由引理 １～３ 可以得出：

定理 １　 （１） ΓＱｆ
ｉ ＝ ¬ ∑Ｑｆ

ｉ
， （２） ∑Ｑ

ｉ＋１
＝ Ｅ 

ΓＱｆ
ｉ ＝ Ｅ  ∑Ｑｆ

ｉ
， （３） ∑Ｑｆ

ｉ
∪ ΓＱｆ

ｉ ⊂ ∑Ｑｆ

ｉ ＋１
∩ ΓＱｆ

ｉ ＋１
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引理 ４　 令 $０（与"０相等） 记为一阶语言 Ｌ中无

量词的表达式集合， $ ｉ ＋１（分别为" ｉ ＋１） 记为（$ｘ） ．
Ψ（则对应于（"ｘ） ．Ψ） 形式的表达式集合，其中 Ψ
在"ｉ （对应于$ｉ） 中且 ｘ 在 Ψ 中是自由的，那么：

（１） 对于 $ ｉ（分别为 " ｉ） 中 Ψ 的，ｘ．Ｒ．Ψ 在

∑ ｉ
（对应于 Γ ｉ） 中。

（２）∑Ｑｆ

ｉ
（分别为 ΓＱｆ

ｉ ） 中的任意函数查询可以

用 ｘ．Ｒ．Ψ 表示，其中 Ψ 在$ｉ（对应于"ｉ） 中。

其中，关系 Ｒ 具有扩充的属性的关系，∑Ｑｆ

ｉ
类

（分别为 ΓＱｆ
ｉ 类） 表示具有前束范式形式的一阶查

询，伴随着 ｉ 次量词交替，并且以存在量词（对应于

任意量词） 开头［１０］。
证明　 （１） 当 ｉ ＝ ０ 时，$０为一阶语言 Ｌ 中无量

词的表达式集合，∑ ０
为｛ｘ．Ｒ．Ψ ｜ Ψ 无量词｝，由定

义可知 ｉ ＝ ０ 时成立。 令 Ψ 表示（ $ｘ１）（"ｘ２） …
（Θｘｉ ＋１） ．Φ（Θ表示$或者"），Ψ Î$ｉ ＋１。 令Ｎ表示 ｘ，

ｘ１ ．Ｒ．（"ｘ２） … （Θｘｉ ＋１） ．Φ，Φ Î$ｉ。 假设Ｎ在Γ ｉ 中，
令 Ｍ 表示 ｘ．Ｔ．（$ｘ１）Ｔ．（ｘ，ｘ１），则 Ｍ 在 ＥＸ 中，Ｍ  Ｎ

在 ｘ．Ｒ．Ψ中，由定义可知Ｍ  Ｎ在∑ ｉ ＋１
中。 由公式

"ｉ ＋１推导出 Γ ｉ 中的表达式的证明类似。

（２） 由定义可知 ｉ ＝ ０ 时成立。 令 Ｑｆ 为∑Ｑｆ

ｉ ＋１

中的函数查询，Ｑｆ ＝ Ｍ  （Ｎ１， Ｎ２， ．．． ， Ｎｎ），其中Ｍ

ÎＥＸ，Ｍ表示 ｘ．Ｔ．（$ｘ１）Ψ（Ｔ），Ｎ ｊ 在集合Γ ｉ 中，Ｎ ｊ 表

示为 ｙ．Ｒ． （"ｙ ｊ ，１）（$ｙ ｊ ， ２） … （Θｙ ｊ ， ｉ） ．Φ ｊ，其中 Ｔ ＝
（Ｔ１， Ｔ２， ．．． ， Ｔｎ），Ψ 和 Φ ｊ 是无量词的。 对于每一

个 ｊ，用（"ｙ ｊ ，１）（$ｙ ｊ ， ２）…（Θｙ ｊ ， ｉ） ．Φ ｊ 替换 Ψ 中的 Ｔ ｊ，
将否定提前使得表达式为前束范式形式，可以得到

Ｑｆ 的表达式为 ｘ．Ｒ．（$ｘ１） Φ，其中 Φ 在$ｉ中。 即 Ｑｆ

可以表示为 ｘ．Ｒ．Ψ，其中 Ψ 在$ｉ ＋１中。
关系查询语言主要有 ２ 种类型，一种是逻辑语

言，比如关系演算，由公式组成；另一种为代数语言，
比如关系代数，由程序组成，其基本操作是代数（如
连接和投影） ［１３］。 文献［１４］证明了关系演算与关

系代数在语言表达能力上的等价性。 因此，一阶查

询层次结构同样可以对前述定义的集合进行投影来

定义。 如果用 Ｐ 表示如下形式的表达式的投影查

询集合：
ｘ．Ｒ．（$ｙ）Ｒ（ｘ， ｙ）， （７）

　 　 那么，可以得出：

引理 ５　 ∑Ｑｆ

ｉ ＋１
＝ Ｐ  ΓＱｆ

ｉ ，并且当 ｉ ≥ １ 时，Ｐ 

∑Ｑｆ

ｉ
＝ ∑Ｑｆ

ｉ
。

由引理 ４ 还可以得出结论： 一阶层次结构可以

精确描述一阶查询集合 Ｆ。

定理 ２　 ∪ｉ∑Ｑｆ

ｉ
＝∪ｉΓＱｆ

ｉ ＝ Ｆ

组合可以看作是执行查询、保存查询结果中间

值的一种方式，任何可以将查询结果存储在数据库

中的查询语言，都可以计算一阶查询［１０］。 组合是文

献［１５］中计算所有一阶查询的方式，因此组合具有

文献［２］中提到的完备性。
在复杂性理论［１２］ 中， 一阶查询层次结构与多

项式时间层次结构｛∑ Ｐ

ｉ
，ΓＰ

ｉ ｝ 之间存在某种联系。

定理 ３　 对于任意的 ｉ 以及扩充数据库 Ｂ ｆ ＝
（Ｄ， Ｒ１， Ｒ２， ．．． ， Ｒｋ， Ｓ１， Ｓ２， ．．． ， Ｓｋ），其中Ｂ ｆ 中的

关系 Ｒ ｉ¹｛ ｝ 并且 Ｒ ｉ¹Ｄａｉ＋１，集合｛ｄ， Ｎ ｜ Ｎ Î∑ ｉ
并

且 ｄ ÎＱｆ Ｎ（Ｂ ｆ）｝ 在∑ Ｐ

ｉ
中是完备的。

证明　 给定数据库，∑ Ｐ

ｉ
中函数查询解答的复

杂度与函数查询表达式的长度有关［１０］。 令 Ｇ ＝ ｛ｄ，

Ｎ ｜ Ｎ Î∑ ｉ
并且 ｄ ÎＱｆ Ｎ（Ｂ ｆ）｝

（１） 首先证明 Ｇ Î∑ Ｐ

ｉ
。 如引理 ４（２）的证明，

任意 Ｎ Î∑ ｉ
，Ｎ 可以转化为等价的表达式 ｙ．Ｒ． （"

ｙ１Ｎ）（$ｙ２Ｎ） … （ΘｙｉＮ） ．Φ （ｙ， ｙ１Ｎ， …， ｙｉＮ），其中关

系 Ｒ具有扩充的属性的关系，Φ是无量词的，并且转

化过程中其符号数量没有增加。 那么当且仅当（存
在适当的多项式 ｐｏｌｙ）：

Θｓｉ ．‖ ｓｉ ‖ ≤ ｐｏｌｙ（‖（ｄ， Ｎ ）‖） ． （８）
成立时， （ｄ， Ｎ） ÎＧ 成立。 其中 ｓ ｊ 是编码扩充数据

库 Ｂ ｆ 中活动域 Ｄ［１６］ 上的向量 ｄ 的位串。 ‖ ｓｉ‖、
‖（ｄ， Ｎ）‖ 分别表示 ｓｉ、（ｄ， Ｎ） 的编码长度（以位

为单位）。 该表达式表示的函数查询在多项式时间

内可计算，即 Ｇ Î∑Ｑｆ

ｉ
。

（２）通过将量化的布尔公式规约到 Ｇ 来证明在

∑ Ｐ

ｉ
中是完备的。

令 Ｔ是Ｂ ｆ 中的关系，Ｔ ¹｛ ｝ 且Ｔ ¹Ｄａｉ＋１。 给定如

下形式的量化布尔公式 Ψ：
（$Ｐ１，１， Ｐ１，２， … ， Ｐ１， ｋ １） （"Ｐ２，１， Ｐ２，２， … ，

Ｐ２， ｋ ２） … （ΘＰ ｉ ，１， Ｐ ｉ ，２， … ， Ｐ ｉ ， ｋｉ） Φ （Ｐ１，１， Ｐ２，２，
… ， Ｐ ｉ ， ｋｉ），

其中，Ｐ ｉ ， ｋｉ 是命题符号。 当且仅当 Ψ 为真时，
（（），Ｎ） ÎＧ 成立。 其中 Ｎ 为表达式：（） ．Ｒ．（$ｘ１，１，

６２ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １０ 卷　



ｘ１，２， … ， ｘ１， ｋ １） （ " ｘ２，１，　 ｘ２，２， … ， ｘ２， ｋ ２） …
（Θｘｉ ，１， ｘｉ ，２， … ， ｘｉ ， ｋｉ） Φ （Ｔ（ｘ１，１）， Ｔ（ｘ２，２）， … ，

Ｔ（ｘｉ ， ｋｉ），Ｎ Î∑ ｉ
。 由量化布尔公式的完备性［１２］ 可

以得出 Ｇ 在∑ Ｐ

ｉ
中的完备性［１０］。

当扩充数据库 Ｂ ｆ 中的关系 Ｒ ｉ ＝ ｛｝ 或者 Ｒ ｉ ＝

Ｄａｉ＋１ 时，对于任意 ｉ，集合｛ｄ， Ｎ ｜ Ｎ Î∑ ｉ
并且 ｄ Î

Ｑｆ Ｎ（Ｂ ｆ）｝ 在多项式时间内是可计算的。

定理 ４　 对于任意 ｉ，∑Ｑｆ

ｉ
⊂ ¹∑Ｑｆ

ｉ ＋１
。

类似证明见文献［１０，１７］。

定理 ５　 对于任意 ｉ ≥ １，∑Ｑｆ

ｉ
¹ΓＱｆ

ｉ 。

证明　 对任意 ｉ ≥１，假设∑Ｑｆ

ｉ
＝ ΓＱｆ

ｉ ， ∑Ｑｆ

ｉ ＋１
＝

Ｐ  ΓＱｆ
ｉ ＝ Ｐ  ∑Ｑｆ

ｉ
＝ ∑Ｑｆ

ｉ
。 与定理 ４ 矛盾，假设不

成立。
文献［１８］从类型角度给出相似证明，其证明 ２

个长度相同的量化前缀在有限数据库上没有相同的

表达能力。 例如公式"$"""$逻辑上不等于任何公

式"$$""$，反之亦然。

定理 ６　 对于任意 ｉ，∑Ｑｆ

ｉ
∪ ΓＱｆ

ｉ ⊂ ¹∑Ｑｆ

ｉ ＋１
∩

ΓＱｆ
ｉ ＋１。

证明　 结合定理 １（３），这里主要证明 ∑Ｑｆ

ｉ
∪

ΓＱｆ
ｉ ¹∑Ｑｆ

ｉ ＋１
∩ ΓＱｆ

ｉ ＋１。 由定理 ５ 可知，已知有在∑Ｑｆ

ｉ

中而不在ΓＱｆ
ｉ 中的函数查询Ｑｆ，Ｑｆ 表示为 ｘ．Ｒ．Φ。 令

Ｔ 是新的 ０ 元谓词符号，函数查询 Ｑｆ ¢表示为 ｘ．（Ｒ，
Ｔ） ．（Ｔ∧ Ψ） ∨ （¬ Ｔ ∧ ¬ Ψ）。 由引理 ４可知，Ｑｆ ¢

在 ΓＱｆ
ｉ ＋１ 中，但不在∑Ｑｆ

ｉ
∪ ΓＱｆ

ｉ 中。 因为如果 Ｑｆ ¢在

∑Ｑｆ

ｉ
中，且表示为 ｘ．（Ｒ，Ｔ） ．Φ （Ｔ），那么 ¬ Ｑｆ 可以

表示为 ｘ．Ｒ．Φ，推出 ¬ ＱｆÎ∑Ｑｆ

ｉ
，与已知矛盾。

３　 结束语

大数据环境下函数查询解答的复杂度问题是制

约大数据查询的瓶颈，解决该问题的关键首先是了

解函数查询的层次结构特征。 本文的研究成果为下

一步研究基于函数查询结构特征的查询解答复杂度

分析奠定理论基础。
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