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基于全阶时间幂灰色预测模型的优化研究

孙竟耀， 李　 程

（上海工程技术大学 航空运输学院， 上海 ２０１６２０）

摘　 要： 全阶时间幂灰色模型（ＦＯＴＰ－ＧＭ）作为传统 ＧＭ（１，１）模型的改良模型，根据幂项和幂次的差异而有着许多变式，旨
在提升对近似非齐次指数序列的适应能力与预测精度。 同时，ＧＭ 模型的背景值影响灰色模型的发展系数和灰作用量，论文

研究背景值系数与 ＦＯＴＰ－ＧＭ 模型时间响应函数关系，在动态区间内利用粒子群算法寻找实现 ＭＡＰＥ 最小的背景值系数，实
现最优预测效果。 实验结果表明：经过优化背景值取值后，ＦＯＴＰ－ＧＭ 模型精度较其他模型得到了明显提升，改进率达到 ９７．
６５％。
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０　 引　 言

灰色系统理论是针对信息不完全或不确定的系

统的控制理论，自上世纪八十年代创立以来，完善了

对“小样本数据”、“贫信息”的不确定性系统的研

究。 随着研究的深入， ＧＭ（１，１） 也开发出许多分支

模型。 但是，为了解决 ＧＭ 模型在实际应用过程中

对不同数据类型适用性低，预测精度不理想的情况，
寄希望以不同的初始值优化方法和不同的背景值取

值方式提高 ＧＭ 模型的适应性和分析预测精度。 在

背景 值 求 解 方 式 的 优 化 方 面， 蒋 玉 婷 等 学 者

（２０２０） ［１］在背景值的求解方式上将牛顿插值法和

柯特斯公式相结合进行计算，并在实例验证中取得

良好的效果。 王正新等学者（２００８） ［２］在非齐次指

数序列拟合函数的基础上重新推导背景值表达式。
蒋诗泉等学者（２０１４）通过 ＧＭ 模型背景值几何意

义的研究，给出了基于函数逼近理论和复合梯形公

式的背景值优化公式。 张彬等学者（２０１３） ［４］ 论证

了基于背景值和边值协同优化对 ＧＭ 模型的预测精

度提升有效。 高媛媛等学者（２０２０） ［５］通过将背景

值调整为连续化后的原始序列函数，从而提高了灰

色微分方程和白化方程的适配度，给出了新的优化

思路。 王承庆（２０１７） ［６］ 在正弦变换和误差最小化

原理的前提下实现对 ＧＭ 模型初始条件和背景值的

优化，并在国内水产品总产量的预测问题上得到较

好验证。 龙钊等学者（２０２１） ［７］计算三参数重构背

景值，并进一步引入二次项优化灰色作用量，实现了

背景值和灰色作用量的综合优化。 张可等学者



（２０１０） ［８］基于粒子群算法对 ＧＭ（１，１） 模型背景值

系数动态寻优，实现了预测精度的提升。
同时，李守军（２０１８） ［８］ 对 ＧＭ（１，１） 优化的模

型结构进行整合提炼，增加幂函数项得到全阶时间

幂灰色预测模型 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１），在初始值序列的

特征提取下实现模型结构和参数的动态改变，对近

似非齐次指数序列具有较好的预测效果。 ＦＯＴＰ －
ＧＭ（１，１）模型较传统 ＧＭ（１，１） 模型在结构上用幂

函数结构 ∑
ｈ

ｉ ＝ １
ｂｉｋｈ－ｉ 替换常数项 ｂ， 随着被模拟数列

的特征变化，幂函数结构也随之变形为 ＤＧＭ（１，１）、
ＮＧＭ （１，１，ｋ）、 ＮＤＧＭ、ＳＡＩＧＭ 等模型。 由此可见，
ＦＯＴＰ － ＧＭ（１，１） 模型能够灵活变动结构，具有对

不同序列数据的适应性。 而 ＦＯＴＰ － ＧＭ（１，１） 的背

景值由于先连续化、后离散化的求解方式，因此在转

换求解过程中必然存在误差，这也为预测精度的提

升提供可能。
综上，本文将着重在拓展模型 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

上进行优化，构建时利用智能算法对背景值的系数

设定动态寻优，将背景值系数设定为 ０ 到 １ 之间的

变量，利用粒子群算法在对应区间内动态寻优，实现

提高 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型精度的目的。

１　 模型基础及优化

１．１　 传统 ＧＭ（１，１）模型

定义 １ 　 设非负原始序列为 Ｘ（０） ＝ （ｘ（０）（１），
ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ））， 其中 ｘ（０）（ｋ） ≥ ０，ｋ ＝ １，２，
…，ｎ 则称 Ｘ（１） ＝ （ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ））， 其

中：
ｘ（１）（ｋ） ＝ ∑ ｋ

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ｋ）， ｋ ＝ １，２，…，ｎ （１）

　 　 称 Ｚ（１） 为 Ｘ（１） 的紧邻均值生成序列，其中：
ｚ（１）（ｋ） ＝ ０．５ × （ｘ（１）（ｋ） ＋ ｘ（１）（ｋ － １））

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ （２）
　 　 定义 ２　 设序列 Ｘ（０），Ｘ（１） 和 Ｚ（１） 满足定义 １，
则 ＧＭ（１，１）模型的基本形式为：

ｘ（０）（ｋ） ＋ ａｚ（１）（ｋ） ＝ ｂ （３）

　 　 模型参数 ａ^ ＝ ＢＴＢ( ) －１ＢＴＹ 求解满足最小二乘

估计，其中 Ｙ 和 Ｂ 为：

Ｙ ＝

ｘ（０）（２）
ｘ（０）（３）
　 …
ｘ（０）（ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，　 Ｂ ＝

－ ｚ（１）（２）
－ ｚ（１）（３）
　 …
－ ｚ（１）（ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

　 １
　 １
　 …
　 １

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（４）

１．２　 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）的建模与求解

定 义 ３ 　 设 非 负 初 始 值 序 列 Ｘ０ ＝

ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ）{ } ，ｎ ∈ Ｎ ＋ 对应的 １ －
ＡＧＯ 序列定义为：

Ｘ１ ＝ ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ）{ } ，ｎ ∈ Ｎ ＋ ．
（５）

　 　 其中， ｘ１（ｋ） ＝ ∑ ｋ

ｉ ＝ １
ｘ（０）（ ｉ），ｋ ＝ １，２，…ｎ

背景值序列定义为：
Ｚ１ ＝ ｚ（１）（１），ｚ（１）（２），．．．，ｚ（１）（ｎ）{ } ，ｎ ∈ Ｎ ＋

（６）
其中， ｚ（１）（ｋ ＋ １） ＝ αｘ（１）（ｋ） ＋ （１ － α）ｘ（１）（ｋ ＋

１）， ｋ ＝ １，２，…，ｎ － １。
定义 ４　 根据定义 ３，给出全阶时间幂灰色预测

的定义式：

ｘ（０）（ｋ） ＋ ａｚ（１）（ｋ） ＝ ∑
ｈ

ｉ ＝ １
ｂｉｋｈ－ｉ，ｋ ∈ Ｚ，ｋ ≥ ２，ｈ ≥ １

（７）
其中， － ａ 是模型背景值系数； ｂｉ（ ｉ ＝ １，２，…，

ｈ） 是模型的灰色作用量； ｂｉ ｔｈ
－ｉ 是模型的时间幂项；

ｈ 为模型时间幂项的阶数。
定义 ５　 根据灰导数信息覆盖原理，这里定义

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型的离散形式可转换为连续的

微分方程形式，称之为 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型白化方

程：
ｘ（１）（ ｔ）

ｄｔ
＋ ａ ｘ（１）（ ｔ） ＝ ∑

ｈ

ｉ ＝ １
ｂｉ ｔｈ

－ｉ， ｈ ≥ １ （８）

　 　 就模型发展系数 － ａ， 灰色作用量 ｂｉ 的求解做

出定义，若 ａ^ ＝ （ａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｈ） Ｔ 是待估参数序列，
则：

Ｙ ＝

ｘ（０）（２）
ｘ（０）（３）
…
ｘ（０）（ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｂ ＝

－ ｚ（１）（２） ２ｈ－１ ２ｈ－１ … ２ １
－ ｚ（１）（３） ３ｈ－１ ３ｈ－１ … ３ １

… … … … … …
－ ｚ（１）（ｎ） ｎｈ－１ ｎｈ－１ … ｎ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（９）
则 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型的最小二乘估计满足：

ａ^ ＝ （ａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｈ） Ｔ ＝ ＢＴＢ －１）ＢＴＹ （１０）
根据参数估计结果， 整理后 ＦＯＴＰ － ＧＭ（１，１）

模型的时间响应函数为：

ｘ（１）（ ｔ） ＝ ｅ －ａｔ ∑
ｈ

ｉ ＝ １
ｂｉ∫ｔｈ－ｉｅａｔｄｔ ＋ ｃ( ) （１１）

　 　 在一阶累加序列 ｘ（１）（ｋ） 和时间响应序列
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ｘ^（１）（ｋ） 离差平方和最小的背景下，得模型最优迭代

初值为：

ｘ^（０）（１） ＝ ｅ －ａ ｙ（１） ＋
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｅ －ａｉ ｘ（１）（ ｉ） － ｅ －ａｉｙ（ ｉ）[ ]

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅ －２ａｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１２）

其中， ｙ（ ｔ） ＝ ∑
ｈ

ｉ ＝ １
ｂｉ∫ｔｈ－ｉｅａｔｄｔ。

为避免在参数求解过程中的矩阵病态性问题

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型的阶数 ｈ 有固定的上限值，通
过计算实对称矩阵 ＢＴＢ 的谱条件数 ｃｏｎｄ （ＢＴＢ） ２。
若 ｃｏｎｄ （ＢＴＢ） ２｜ ｈ ＝ ｐ ＜ １０１２ 且 ｃｏｎｄ （ＢＴＢ） ２｜ ｈ ＝ ｐ＋１ ＞
１０１２， 则 ｈ ＝ ｐ。

２　 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型背景值优化

２．１　 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型误差分析

以 ２ 阶模型 ｈ ＝ ２ 为例，对定义 ５ 中模型的式

（８）白化方程在区间 ［ｋ － １，ｋ］ 进行积分，并简化后

得：

ｘ（０）（ｋ） ＋ ａ ∫
ｋ

ｋ－１

ｘ（１）（ ｔ）ｄｔ ＝ ｂ１ ＋ ｂ２ｋ －
ｂ２

２
（１３）

与式（１３）的 ｈ ＝ ２ 阶形式比较，可得：

ｚ（１）（ｋ） ＝ ∫
ｋ

ｋ－１

ｘ（１）（ ｔ）ｄｔ ＋
ｂ２

２
（１４）

　 　 根据积分的几何意义分析，背景值的实际值曲

线应是底边长在区间 ［ｋ － １，ｋ］ 上的曲边梯形面

积，而实际计算过程中因微分方程的求解过程中存

在的误差，此为误差来源。
２．２　 动态背景值 ａ 粒子群算法寻优

粒子群算法（ＰＳＯ）最早启发于人类对鸟类觅食

行为的思考，鸟类以单一个体进行单独觅食，在一定

区域内搜寻最近的食物位置，利用自身经验判断最

佳位置，并在判断的过程中不断与鸟群共享信息，使
得鸟群最终找到最佳觅食位置。

粒子群寻优算法的核心公式如下：
ｖｋ＋１ｉｄ ＝ ωＶｋ

ｉｄ ＋ ｃ１ｒ１（Ｐｋ
ｉｄ － Ｘｋ

ｉｄ） ＋ ｃ２ｒ２（Ｐｋ
ｇｄ － Ｘｋ

ｇｄ）
（１５）

Ｘｋ＋１
ｉｄ ＝ Ｘｋ

ｉｄ ＋ Ｖｋ＋１
ｉｄ （１６）

　 　 其中， ω 是惯性因子，旨在对粒子的局部最优

和整体区间最优两者进行权重协调； ｃ１ 和 ｃ２ 是分别

是学习因子 １ 和 ２，学习因子调节每个粒子在寻优

过程中的检索步长； ｒ１ 和 ｒ２ 为存在于［０，１］区间的

随机数。 综合上述定义，粒子群寻优算法中，粒子群

中由 ｍ 个粒子组成的 Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）， 第 ｉ 个粒

子在空间中的位置表示为 Ｘ ｉ ＝ （ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｍ）， 单

一粒子寻优速度为 Ｖｉ ＝ （ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｍ） Ｔ， 每个粒子

单体最佳位置为 Ｐ ｉ ＝ （ｐｉ１，ｐｉ２，…，ｐｉｍ） Ｔ，整体寻优后

的最优位置为 Ｐｇ ＝ （ｐｇ１，ｐｇ２，…，ｐｇｍ） Ｔ。
在模型的常规求解过程中 １－ＡＧＯ 背景值序列

系数 ａ 通常取值 ０．５，这种赋值情况经过诸多案例证

明可以得到较为理想的预测精度，但赋值仍缺少有

力依据。 因此在 ＦＯＴＰ － ＧＭ（１，１） 模型的背景值划

定取值范围在［０，１］区间，利用粒子群算法在区间

内进行寻优。
寻优依据为计算输出模拟数据的平均相对百分

误差 （ＭＡＰＥ），以平均相对百分误差最小值为筛选

标准，ＭＡＰＥ 计算公式为：

ＭＡＰＥ ＝ １００％
ｎ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

ｘ（０）（ｋ） － ｘ^（０）（ｋ）
ｘ（０）（ｋ）

（１７）

３　 实证分析

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型可以完成对存在指数变

化规律的序列数据进行模拟预测。 本节将在四阶

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型的基础上参考李守军［１］ 设定

的 ４ 组典型指数序列进行实证分析。 数据序列包括

齐次指数序列，带有常数项的非齐次指数序列、带有

速度项和常数项的非齐次指数序列以及带有加速

度、速度和常数项的非齐次指数序列、实证分析环节

将上述四种序列数据类型均作为输入数据在传统

ＧＭ（１，１）模型和四阶 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型进行模

拟，然后利用粒子群算法在［０，１］范围内对四阶模

型进行背景值系数寻优，最后对 ４ 种模型的模拟数

据和预测数据计算平均相对百分误差并综合比较，
论证背景值优化后的模型预测精度。
３．１　 初始数据处理

（１）设定齐次指数序列 Ｘ１：ｘ（０） ＝ ０．９ × １．８ｋ，ｋ ＝

１，２，…，１５。 Ｘ１ 数据序列 ｋ ＝ １，２，…，１０ 作为初始值

数据用于建模，经 １－ＡＧＯ 后得到序列 Ｘ（１）
１ ， 紧邻均

值系列 Ｚ（１）
１ ：

　 Ｘ（０）
１ ＝ ｛１．６２，２．９１６，５．２４９，９．４４８，１７．００６， ３０．６１１，

５５．１，９９．１８０，１７８．５２３，３２１．３４２｝
　 Ｘ（１）

１ ＝ ｛１．６２，４．５３６，９．７８５，１９．２３３，３６．２３９， ６６．８５０，
１２１．９５，２２１．１２９，３９９．６５３，７２０．９９５｝

（２）设定带常数项非齐次指数序列 Ｘ２：ｘ（０） ＝
１．２ × １．９ｋ ＋ １．５，ｋ ＝ １，２，…，１５。 Ｘ２ 数据序列 ｋ ＝ １，

２９２ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １３ 卷　



２，…，１０ 作为初始值建模，经 １－ＡＧＯ 后得到序列

Ｘ（１）
２ ， 紧邻均值系列 Ｚ（１）

２ ：
Ｘ（０）

２ ＝ ｛３．７８，５．８３２，９．７３１，１７．１３９，３１．２１３，
５７．９５５，１０８．７６５，２０５．３０３，３８８．７２５，７３７．２２８｝

Ｘ（１）
２ ＝ ｛３．７８，９．６１２，１９．３４３，３６．４８１，６７．６９５，

１２５．６５０，２３４，４１４，４３９．７１７，８２８．４４２，１ ５６５．６７｝
（３）设定带有速度项和常数项的非齐次指数序

列 Ｘ３：ｘ（０） ＝ １．６ × ２．１ｋ ＋ ０．５ｋ ＋ １．２，ｋ ＝ １，２，…，１５，
Ｘ３ 数据序列 ｋ ＝ １，２，…，１０ 作为初始值建模，经 １－
ＡＧＯ 后得到序列 Ｘ（１）

３ ， 紧邻均值系列 Ｚ（１）
３ ：

Ｘ（０）
３ ＝ ｛５．０６０，９．２５６，１７．５１８，３４．３１７，６９．０４６，

１４１．４２６，２９２．８７４，６１０．３６６，１ ２７６．５４８，２ ６７４．９８１｝
Ｘ（１）

３ ＝ ｛５．０６０，１４．３１６，３１．８３４，６６．１５１，１３５．１９６，
２７６．６２２，５６９．４９６，１ １７９．８６２，２ ４５６．４１０，５ １３１．３９１｝

（４）设定带有加速度、速度和常数项的非齐次

指数序列 Ｘ４：ｘ（０） ＝ １．２ × １．５ｋ ＋ ０．３ｋ２ ＋ １．５ｋ ＋ １．１，
ｋ ＝ １，２，…，１５。 Ｘ４ 数据序列 ｋ ＝ １，２，…，１０ 作为初

始值建模，经 １－ＡＧＯ 后得到序列 Ｘ（１）
４ ， 紧邻均值系

列 Ｚ（１）
４ ：

　 Ｘ（０）
４ ＝ ｛４．７，８，１２．３５０，１７．９７５，２５．２１２，３４．５６９，

４６．８０３，６３．０５５，８５．０３２，１１５．２９８｝
　 Ｘ（１）

４ ＝ ｛４．７，１２．７，２５．０５，４３．０２５，６８．２３７， １０２．８０６，
１４９．６０９，２１２．６６４，２９７．６９６，４１９．９９４｝
３．２　 模型参数估计与背景值寻优

得到上述数据后，运用式（９）建立矩阵 Ｙ 和 Ｂ

利用最小二乘估计法求解 ａ^ ＝ （ａ，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４） Ｔ ＝
ＢＴＢ －１）ＢＴＹ 得到模型参数，经粒子群算法寻优后背

景值参数见表 １。

表 １　 四阶 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型参数估计表

Ｔａｂ． １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ－ｏｒｄｅｒ ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１） ｍｏｄｅｌ

数据类型 参数估计 ａ^ ＝ （ａ，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４） 优化后背景值

齐次指数 α^１（ － ０．５８７ ８， － ０．０００ ０１，０．０００ ２， － ０．０００ ８，１．１５８ ３） ０．４８６ ０

带常数项 α^２（ － ０．６４１ ６，０．０００ ４， － ０．００５ ２， － ０．９１０ ５，３．５１３ ８） ０．４８３ ６

带速度项和常数项 α^３（ － ０．７３９ １，１．４７４ × １０ －５， － ０．１７７ ６， － ０．３５０ ７，３．７９２ ６） ０．４８０ １

加速度、速度、常数项 α^４（ － ０．３１５ ３，０．０１９ ５２， － ０．４４４ ７，３．３５９ ８，０．２２０ ７） ０．４７６ ３

３．３　 模型精度对比

将参数估计结果和粒子群算法寻优后，利用得

到的优化后的背景值系数带入建模分析。 划定序列

数据 ｋ ＝ １，２，…，１０ 为初始值测试集数据， ｋ ＝ １０，
…，１５ 为预测集数据。 ４ 组指数序列数据经过传统

ＧＭ（１，１）模型 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型和基于背景值

改进的 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型，计算模拟数据和预测

数据相对误差，对 ｋ ＝ １，２，…，１５ 模拟相对误差计算

平均相对模拟百分误差，计算结果整理见表 ２ ～
表 ５。

表 ２　 齐次指数数序列计算结果

Ｔａｂ． ２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｈｉ－ｓｑｕａｒｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｓｅｒｉｅｓ

序号 实际数据
传统 ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

背景值改进 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

Ｋ ＝ １ １．６２０ １．６２０ ０ ０ ２．１６６ １ ０．２５２ １ １．６７４ ０ ０．０３３ ６
Ｋ ＝ ２ ２．９１６ ２．８０９ ５ ０．０３６ ５ ３．２２９ ４ ０．０９７ ０ ２．９１４ ８ ０．０００ ４
Ｋ ＝ ３ ５．２４９ ４．９７５ １ ０．０５２ １ ５．７２０ ３ ０．０８２ ４ ５．２４６ ５ ０．０００ ４
Ｋ ＝ ４ ９．４４８ ８．０９９ ０ ０．０６７ ５ １０．１２９ ６ ０．０６７ ３ ９．４４４ ２ ０．０００ ４
Ｋ ＝ ５ １７．００６ １５．６０１ ０．０８２ ６ １７．９３７ ５ ０．０５１ ９ １７．０００ ７ ０．０００ ３
Ｋ ＝ ６ ３０．６１１ ２７．６２５ ０ ０．０９７ ５ ３１．７６４ ４ ０．０３６ ３ ３０．６０３ １ ０．０００ ２
Ｋ ＝ ７ ５５．１００ ４９．９１９ ０ ０．１１２ ２ ５６．２４９ ７ ０．０２０ ４ ５５．０８８ ９ ０．０００ ２
Ｋ ＝ ８ ９９．１８０ ８６．６２６ ０ ０．１２６ ５ ９９．６０９ ０ ０．００４ ３ ９９．１６５ ８ ０．０００ １
Ｋ ＝ ９ １７８．５２３ １５３．４００ ０ ０．１４０ ７ １７６．３９０ ２ ０．０１２ １ １７８．５０９ ２ ０．０００ ０
Ｋ ＝ １０ ３２１．３４２ ２７１．６３０ ０ ０．１５４ ７ ３１２．３５６ ５ ０．０２８ ８ ３２１．３３５ ９ ０．０００ ０

预测数据 相对误差 预测数据 相对误差 预测数据 相对误差

Ｋ ＝ １１ ５７８．４２０ ４８１．０１ ０．１６８ ４ ５５３．１３２ ３ ０．０４５ ７ ５７８．４４０ ２ ０．０００ ０
Ｋ ＝ １２ １ ０４１．１００ ８５１．７６ ０．１８１ ９ ９７９．５１５ ７ ０．０６２ ９ １ ０４１．２５７ ４ ０．０００ １
Ｋ ＝ １３ １ ８７４．１００ １ ５０８．３０ ０．１９５ ２ １ ７３４．５９５ ７ ０．０８０ ４ １ ８７４．３８２ ０．０００ １
Ｋ ＝ １４ ３ ３７３．３００ ２ ６７０．９０ ０．２０８ ２ ３ ０７１．７７６ ８ ０．０９８ ２ ３ ３７４．１０３ ４ ０．０００ ２
Ｋ ＝ １５ ６ ０７２．０００ ４ ７２９．６０ ０．２２１ １ ５ ４３９．８２７ ５ ０．１１６ ２ ６ ０７３．７７７ ８ ０．０００ ２

ＭＡＰＥ ／ ％ １２．３０ ＭＡＰＥ ／ ％ ７．０４ ＭＡＰＥ ／ ％ ０．２０
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表 ３　 带常数项的非齐次指数数序列计算结果

Ｔａｂ． ３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎｏｎ－ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍｓ

序号 实际数据
传统 ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

背景值改进 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

Ｋ ＝ １ ３．７８０ ３．７８０ ０ ０ ３．９９９ １ ０．０５８ ０ ３．０６１ ７ ０．１９０ ０

Ｋ ＝ ２ ５．８３２ ２．４８８ ２ ０．５７３ ４ ６．４６７ ７ ０．１０９ ０ ５．８１３ ８ ０．００３ １

Ｋ ＝ ３ ９．７３１ ４．６０３ ８ ０．５２６ ９ １０．７４７ ８ ０．１０４ ５ ９．７３７ ７ ０．０００ ７

Ｋ ＝ ４ １７．１３９ ８．５１８ ０ ０．５０３ ０ １８．７０３ ３ ０．０９１ ３ １７．１７９ ６ ０．００２ ４

Ｋ ＝ ５ ３１．２１３ １５．７６０ ０ ０．４９５ １ ３３．４９９ ０ ０．０７３ ２ ３１．３０２ ５ ０．００２ ８

Ｋ ＝ ６ ５７．９５５ ２９．１６０ ０ ０．４９６ ８ ６１．０２１ ４ ０．０５２ ９ ５８．１０８ ９ ０．００２ ７

Ｋ ＝ ７ １０８．７６５ ５３．９５２ ０ ０．５０３ ４ １１２．２２０ ２ ０．０３１ ７ １０８．９９３ ５ ０．００２ １

Ｋ ＝ ８ ２０５．３０３ ９９．８２３ ０ ０．５１３ ７ ２０７．４６２ ４ ０．０１０ ５ ２０５．５８２ ６ ０．００１ ３

Ｋ ＝ ９ ３８８．７２５ １８４．７００ ０ ０．５２４ ９ ３８４．６３２ ３ ０．０１０ ５ ３８８．９２３ ５ ０．０００ ５

Ｋ ＝ １０ ７３７．２２８ ３４１．７３０ ０ ０．５３６ ５ ７１４．１９８ ３ ０．０３１ ２ ７３６．９２６ １ ０．０００ ４

预测数据 相对误差 预测数据 相对误差 预测数据 相对误差

Ｋ ＝ １１ １ ３９９．４ ６３２．２７ ０．５４８ ２ １ ３２７．２３６ ７ ０．０５１ ５ １ ３９７．４６５ ３ ０．００１ ４

Ｋ ＝ １２ ２ ６５７．５ １ １６９．８０ ０．５５９ ８ ２ ４６７．５６１ １ ０．０７１ ３ ２ ６５１．２１２ ７ ０．００２ ４

Ｋ ＝ １３ ５ ０４７．９ ２ １６４．５０ ０．５７１ ２ ４ ５８８．６８３ ８ ０．０９１ ０ ５ ０３０．８９２ ３ ０．００３ ７

Ｋ ＝ １４ ９ ５８９．６ ４ ００４．７０ ０．５８２ ３ ８ ５３４．１７５ ８ ０．１１０ １ ９ ５４７．６３１ ７ ０．００４ ４

Ｋ ＝ １５ １８ ２１８．０ ７ ４０９．７０ ０．５９３ ３ １５ ８７３．１４８ ０．１２８ ８ １８ １２０．５８４ ０ ０．００５ ４

ＭＡＰＥ ／ ％ ５０．１９ ＭＡＰＥ ／ ％ ６．８４ ＭＡＰＥ ／ ％ １．４８

表 ４　 带速度项和常数项的非齐次指数数序列计算结果

Ｔａｂ． ４　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎｏｎ－ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｅｒｍ ａｎｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍ

序号 实际数据
传统 ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

背景值改进 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

Ｋ ＝ １ ５．０６０ ５．０６０ ０ ０ ６．２９２ ２ ０．２４３ ５ ４．３３８ ９ ０．１４２ ５

Ｋ ＝ ２ ９．２５６ ２．３１２ ５ ０．７５０ ２ １０．７２９ ９ ０．１５９ ２ ９．０４８ １ ０．０２２ ５

Ｋ ＝ ３ １７．５１８ ４．６７９ ５ ０．７３２ ９ ２０．３０２ ７ ０．１５８ ９ １７．４０８ ５ ０．００６ ３

Ｋ ＝ ４ ３４．３１７ ９．４６９ ３ ０．７２４ １ ３９．２５０ ４ ０．１４３ ７ ３４．３８９ ８ ０．００２ １

Ｋ ＝ ５ ６９．０４６ １９．１６２ ０ ０．７２２ ５ ７７．２６０ ７ ０．１１８ ９ ６９．４２９ ８ ０．００５ ６

Ｋ ＝ ６ １４１．４３ ３８．７７４ ０ ０．７２５ ８ １５４．０３１ ５ ０．０８９ １ １４２．２６０ ９ ０．００５ ９

Ｋ ＝ ７ ２９２．８７ ７８．４６２ ０ ０．７３２ １ ３０９．６１５ ７ ０．０５７ １ ２９４．２５９ ２ ０．００４ ７

Ｋ ＝ ８ ６１０．３７ １５８．７７０ ０ ０．７３９ ９ ６２５．４５３ ９ ０．０２４ ７ ６１２．０２４ ０ ０．００２ ７

Ｋ ＝ ９ １ ２７６．５ ３２１．２８０ ０ ０．７４８ ３ １ ２６７．１００ ０ ０．００７ ４ １ ２７６．９００ ０ ０．００２ ８

Ｋ ＝ １０ ２ ６７５．０００ ６５０．１３０ ０ ０．７５６ ９ ２ ５７１．４００ ０ ０．０３８ ７ ２ ６６８．７００ ０ ０．００２ ３

预测数据 相对误差 预测数据 相对误差 预测数据 相对误差

Ｋ ＝ １１ ５ ６１１．１ １ ３１５．６ ０．７６５ ５ ５ ２２２．９ ０．０６９ １ ５ ５８２．６ ０．００５ １

Ｋ ＝ １２ １１ ７７７ ０ ２ ６６２．１ ０．７７３ ９ １０ ６１６．３ ０．０９８ ５ １１ ６８３．８ ０．００７ ９

Ｋ ＝ １３ ２４ ７２３ ０ ５ ３８６．９ ０．７８２ １ ２１ ５７４．４ ０．１２７ ３ ２４ ４５９．６ ０．０１０ ７

Ｋ ＝ １４ ５１ ９１１ ０ １０ ９０１．０ ０．７９０ ０ ４３ ８６０．８ ０．１５５ １ ５１ ２１１．９ ０．０１３ ５

Ｋ ＝ １５ １０９ ００４ ０ ２２ ０５８．０ ０．７９７ ６ ８９ １７６．０ ０．１８１ ９ １０７ ２３１．６ ０．０１６ ３

ＭＡＰＥ ／ ％ ７０．２８ ＭＡＰＥ ／ ％ １１．１６ ＭＡＰＥ ／ ％ １．６５

４９２ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １３ 卷　



表 ５　 带加速度、速度、常数项的非齐次指数序列计算结果

Ｔａｂ． ５　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎｏｎ－ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｅｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ， ｖｅｌｏｃｉｔｙ， ａｎｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍｓ

序号 实际数据
传统 ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

背景值改进 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

模拟数据 相对误差

Ｋ ＝ １ ４．７００ ４．７００ ０ ６．９４１ ０ ０．４７６ ８ ４．８２１ ６ ０．０２５ ９

Ｋ ＝ ２ ８．０００ １０．２０５ ０．２７５ ６ ７．３８０ １ ０．０７７ ５ ６．７７１ ３ ０．１５３ ６

Ｋ ＝ ３ １２．３５０ １３．８５６ ０．１２１ ９ １２．１１４ １ ０．０１９ １ １１．４４７ ５ ０．０７３ ０

Ｋ ＝ ４ １７．９７５ １８．８１３ ０．０４６ ６ １７．８０７ ７ ０．００９ ３ １７．１５２ ５ ０．０４５ ８

Ｋ ＝ ５ ２５．２１２ ２５．５４２ ０．０１３ １ ２４．９３３ ９ ０．０１１ ０ ２４．４０５ ４ ０．０３２ ０

Ｋ ＝ ６ ３４．５６９ ３４．６８０ ０．００３ ２ ３４．１３１ ２ ０．０１２ ７ ３３．９１７ ８ ０．０１８ ８

Ｋ ＝ ７ ４５．８０３ ４７．０８７ ０．００６ １ ４６．２６２ ２ ０．０１０ ０ ４６．６６５ １ ０．０１８ ２

Ｋ ＝ ８ ６３．０５５ ６３．９３１ ０．０１３ ９ ６２．４９１ ４ ０．００８ ９ ６３．９８４ ３ ０．０１４ ７

Ｋ ＝ ９ ８５．０３２ ８６．８０２ ０．０２０ ８ ８４．３９１ ４ ０．００７ ５ ８７．７０８ ０ ０．０３１ ４

Ｋ ＝ １０ １１５．２９８ １１７．８５０ ０．０２２ ２ １１４．０８６０ ０．０１０ ５ １２０．３４８０ ０．０４３ ８

预测数据 相对误差 预测数据 相对误差 预测数据 相对误差

Ｋ ＝ １１ １５７．７ １６０．０２ ０．０１４ ７ １５４．４４３ ０．０２０ ７ １６５．３４９ ０．０４８ ５

Ｋ ＝ １２ ２１８ ２１７．２６ ０．００３ ３ ２０９．３３５ ０．０３９ ７ ２２７．４２９ ０．０４３ ２

Ｋ ＝ １３ ３０４．８４ ２９４．９８ ０．０３２ ３ ２８３．９９２ ０．０６８ ３ ３１３．０５９ ０．０２７ ０

Ｋ ＝ １４ ４３１．２２ ４００．５１ ０．０７１ ２ ３８５．４７６ ０．１０６ １ ４３１．１０６ ０．０００ ３

Ｋ ＝ １５ ６１６．５７ ５４３．７９ ０．１１８ ０ ５２３．３２４ ０．１５１ ２ ５９３．７２７ ０．０３７ ０

ＭＡＰＥ（％） ５．０９ ＭＡＰＥ（％） ６．８６ ＭＡＰＥ（％） ４．０９

　 　 从上述表 ２～５ 可以分析得到，经过背景值优化

后的四阶 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型在预测精度上得到

明显提高，齐次指数序列预测精度较前 ２ 种模型精

度分别提高了 ９８．３７％和 ９７．１５％；带常数项非齐次

指数序列预测精度较前 ２ 种模型精度分别提高了

９７．０５％和 ７８．３６％；带速度项、常数项非齐次指数序

列预测精度分别提高了 ９７．６５％和 ８５．２１％；带加速

项、速度项、常数项非齐次指数序列预测精度提高了

１９．６４％和 ４０．３７％，精度均得到了显著提升。 将 ３ 种

模型按照输出结果绘制模拟数据序列曲线和相对误

差曲线如图 １～图 ８ 所示。
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图 １　 ３ 种灰色模型对齐次指数序列模拟曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｃｈｉ－ｓｑｕａｒｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｅｒｉｅｓ

实际数据
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图 ２　 ３ 种灰色模型对齐次指数序列模拟相对误差曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ

实际数据
FOTP-GM（1，1)
传统(1,1)
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图 ３　 ３ 种灰色模型对带常数项非齐次指数序列模拟曲线

Ｆｉｇ． ３ 　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｎｏｎ － ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｅｒｉｅｓ

ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍｓ

５９２第 １１ 期 孙竟耀， 等： 基于全阶时间幂灰色预测模型的优化研究
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图 ４　 ３ 种灰色模型对带常数项非齐次指数序列相对误差曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ

实际数据
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图 ５　 ３ 种灰色模型对带速度项、常数项非齐次指数序列模拟曲线

Ｆｉｇ． ５ 　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｎｏｎ － ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｅｒｉｅｓ
ｗｉｔｈ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｅｒｍ ａｎｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍ
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图 ６　 ３种灰色模型对带速度项、常数项非齐次指数序列相对误差曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｅｒｍ ａｎｄ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍ
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图 ７　 ３ 种灰色模型对带加速度项、速度项和常数项非齐次指数序列

模拟曲线

Ｆｉｇ． ７ 　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｎｏｎ － ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｅｒｉｅｓ
ｗｉｔｈ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ， ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｒｍｓ
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图 ８　 ３ 种灰色模型对带加速度项，速度项，常数项非齐次指数序列

相对误差曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｅｒｍ ａｎｄ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｅｒｍ

　 　 从上述图 １ ～ ８ 分析可得背景值优化后的

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型与实际曲线更贴合，相对误差

曲线较传统 ＧＭ（１，１）模型和 ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型

波动更小，背景值优化效果得到体现。 通过精度对

比，以误差精度小于 １０％为标准进行筛选，得数据

序列类型与灰色模型之间的适配关系见表 ６。
表 ６　 模型与数据类型适配表

Ｔａｂ． ６　 Ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｄａｔａ ｔｙｐｅ ａｄａｐｔａｔｉｏｎ ｔａｂｌｅ

数据类型

模型

ＧＭ（１，１） ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）
背景值优化的

ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）

齐次指数 √ √

带常数项 √ √

带速度项和常数项 √

加速度、速度、常数项 √ √

４　 结束语

全阶时间幂灰色预测模型因为其自身的结构特

点使得对近似非齐次指数特征的数据序列具有较好

的预测精度。 但是在背景值构造过程中缺少理论依

据，因此模型精度存在提高的可能。 本文将模型背

景值 α ＝ ０．５ 更新为［０，１］内的动态值，利用粒子群

优化算法在动态变化范围内按照相对百分误差最小

为原则进行寻优，以寻求得到最合理的背景值 α。
得到最优背景值 α 后，带入模型进行拟合输出并与

传统 ＧＭ（１，１）模型和未优化背景值的 ＦＯＴＰ －ＧＭ
（１，１）模型比较预测精度的变化情况。 以齐次指数

序列、带常数项的非齐次指数序列、带速度项、常数

项的非齐次指数序列和带加速度项、速度项和常数

项的非齐次指数数列为例，分别进行背景值的粒子

群算法优化。 结果表明，经过背景值优化后 ４ 种不

同类型数据序列模拟精度以及预测精度均得到提
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高，齐次指数序列、带常数项非齐次指数序列预测精

度提升最为明显，背景值优化后平均相对百分误差

只有 ０．０２％和 １．４８％，带加速度项、速度项、常数项

的非齐次指数序列预测精度也得到了提升。 所以，
ＦＯＴＰ－ＧＭ（１，１）模型本身可以适用于上述 ４ 种数据

类型，而这种将固定参数转变为一定范围内的动态

值利用粒子群算法进行寻优，可以实现预测精度的

显著提升，也为相关灰色预测模型的改进优化提供

了思路和研究方向。
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