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求解多维背包的改进差分进化算法

韩丽萍， 潘大志
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摘　 要： 针对多维背包问题，提出了一种改进的差分进化（ ＩＤＥ）算法。 该算法保留了基本差分进化算法的交叉策略，同时将

特定维数的 ０－１ 变异融入其中；为提高算法的收敛性，设计了最大和最小可装入背包的物品数量模型，作为对后续操作产生

解的一个条件判断，从而缩小了搜索范围及时间；最后，通过对 １０ 个背包测试集进行测试，并与贪心二进制狮群优化（ＧＢＬ⁃
ＳＯ）算法、混合粒子群（ＨＰＳＯ）算法进行比较。 结果表明，该算法能较好的求得最优解，具有更快的收敛速度及更高的精度。
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０　 引　 言

多维背包问题［１］ （ Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｋｎａｐｓａｃｋ
Ｐｒｏｂｌｅｍ，ＭＫＰ）是一个典型的 ＮＰ 难问题，属于带约

束的组合优化问题，在实际生活中具有广泛的应用，
如金融、工业、货物装载等方面。 目前，精确式算法

和启发式算法被用于解决此类问题。 随着大规模问

题的不断出现，精确算法已经不足以解决此类问题，
而启发式算法可取得较好的解。 其中包括基于 ＰＳＯ
的求解算法［２－３］，分布估计算法［４］、遗传算法［５］ 等

等。 为更有效的求解背包问题，诸多研究人员对算

法进行了改进。 如：杨艳等［６］ 通过引入反置移动算

子更新位置，利用贪心思想修复不可行解，提高了算

法的收敛速度；刘雅文等［７］ 利用伯努利生成初始群

体，且提出了一种多维加权价值密度对个体进行修

复，有效提高了该算法的收敛速度；吴聪聪等［８］ 设

计了一种有效的价值密度方式，并利用反向搜索策

略来提高算法的搜索能力，使得算法的求解效果提

高；ＹＵＡＮ 等［９］提出使用加权的编码方式，提高了算

法的求解性能；张晶等［１０］为利用种群多样性对鸟巢

进行自变异，提出新的混合修复方式有效降低了早

熟的概率；王凌等［１１］通过建立一个概率模型产生新

个体，使得算法的求解性能提高；杨广益等［１２］ 基于

分布估计凭借自然界互补的机制，提出松弛互补分



布估计算法，提高了求解效率；Ｍａｒｔｉｎｓ 等［１３］ 根据效

率组提出了启发式修复的随机策略，有效提高了所

求解；薛俊杰等［１４］通过离散化各个算子构成二进制

烟花算法，并设计了一个不完全反向算子，可有效增

强算法跳出局部最优的能力。
差分进化算法 ＤＥ［１５］ 最初由 Ｓｔｏｒｎ 和 Ｐｒｉｃｅ 提

出，用于解决连续优化问题。 进化算法是通过选择、
交叉及突变来模拟个体的进化，ＤＥ 在连续空间的搜

索能力良好，但存在易早熟、后期收敛速度慢等缺

点。 因此，本文提出了一种解决多维背包的改进差

分进化算法（ ＩＤＥ）。 在启发式算法的应用中，不可

避免地会产生不可行的解，因此本文做出了以下改

进：首先，在多约束条件下，随机生成可行的初始解；
其次，为提高算法的收敛速度，提出了可装入背包的

最大及最小物品数，即解的上下界，用于判断交叉产

生的解，对不在此范围内的解则用当前的解替代，有
效减少了解的搜索时间；为验证算法的有效性，测试

了 １０ 组测试集，并与其他启发式算法进行最优值、
最差值及平均值的比较，结果表明，此算法的求解精

度较优。

１　 多维背包问题

多维背包问题就是如何选择物品装入背包，并
使得装入背包的物品价值之和最大，并且满足多个

约束条件，其数学模型如下：

ｍａｘ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊｘ ｊ （１）

ｓ．ｔ． ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊｘ ｊ ≤ ｃｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ （２）

ｘ ｊ ∈ ０，１{ } ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ （３）
　 　 其中， ｎ 为物品数量； ｍ 为资源约束数量且 ｍ
≥ ２；ａ ｊ 为物品 ｊ 的价值； ｃｉ 为第 ｉ 种资源的最大容

量； ｗ ｉｊ 为物品 ｊ 消耗第 ｉ 种资源的大小。 一般情况，

ａ ｊ，ｃｉ，ｗ ｉｊ 均为非负， ｗ ｉｊ ≤ ｃｉ 且∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ ＞ ｃｉ，ｘ ｊ ＝ １ 表示

物品 ｊ 放入背包， ｘ ｊ ＝ ０ 表示物品 ｊ 未放入背包。

２　 差分进化算法

为解决多维背包问题，ＤＥ 算法选择采用 ０－１
编码，该算法同 ＧＡ 算法一样，包含变异、交叉、选择

等操作步骤。
（１）二进制编码

个体 ｘｉ ＝ ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ[ ] 为一个解，用 ｎ 维二

进制串表示，每个二进制位为 ０ 或 １。 每个个体具

有对应的概率向量，则 ｘｉ 对应的概率向量可表示为

ｐ ｘｉ( ) ＝ ｐ ｘｉ１( ) ，ｐ ｘｉ２( ) ，…，ｐ ｘｉｎ( )[ ] ，每个个体的概

率向量在（０，１）之间随机产生，初始种群的产生则

通过公式（４）产生：

ｘｉ ＝
１，ｐ ｘｉ( ) ＞ ０．５
０，ｐ ｘｉ( ) ≤ ０．５{ （４）

　 　 （２）变异

变异操作采用概率差分向量进行，变异公式如

式（５）所示：
ｐ（ｕ） ＝ ｐ（ｒ１） ＋ Ｆ（ｐ（ｒ２） － ｐ（ｒ３）） （５）

　 　 其中， ｕ 为变异产生的个体； ｐ ｕ( ) 为变异个体

对应的概率向量； ｐ（ｒ１）， ｐ（ｒ２），ｐ（ｒ３） 为随机选择

的 ３ 个个体所对应的概率向量； Ｆ 为 ０，１[ ] 间的变

异因子，基于式（５）生成变异个体 ｕ 。
（３）交叉

交叉采用二项式交叉方式，生成交叉个体，交叉

公式如式（６）所示：

ｖｉ ＝
ｘｉ，ｒａｎｄ ＜ ｃｒ
ｕｉ，ｒａｎｄ ≥ ｃｒ{ （６）

　 　 其中， ｖｉ 为交叉个体， ｃｒ 为交叉概率。
（４）选择

将交叉后产生的个体与当前个体进行适应度比

较，选择较优的个体进入下一代，选择方式如式（７）
所示。

ｘｉ ＝
ｘｉ， ｆｉｔｎｅｓｓ（ｖｉ） ＜ ｆｉｔｎｅｓｓ（ｘｉ）
ｖｉ， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ{ （７）

　 　 其中， ｆｉｔｎｅｓｓ（ｘｉ）， ｆｉｔｎｅｓｓ（ｖｉ） 分别表示个体 ｘｉ，
ｖｉ 的适应度值。

３　 差分进化算法的改进

基于传统的 ＤＥ，本文融入了 ＧＡ 的变异操作，
并引入了特定维数变异及最大、最小可装入背包的

物品数目的思想，用来提高算法的收敛速度及精度。
３．１　 价值密度

由于 ＭＫＰ 中物品的选取会受到多种资源的限

制，为考虑物品在每一维的资源消耗［８］，故价值密

度采用物品价值与物品在每一维的资源消耗占比之

比如式（８）所示：

ｄ ｊ ＝ ｐ ｊ ／∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｗ ｉｊ ／ ｃｉ） （８）

　 　 对于不可行解的修复和优化，采用贪心策略，对
价值密度进行降序排列；对已放入背包的物品，依据

价值密度排列从右至左逐一判断物品是否满足约束
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条件，不满足则置为 ０；对未放入背包的物品，依据

价值密度排列从左至右判断，若满足则置为 １。
３．２　 最小、最大可装入背包物品数

（１）计算最小可装入背包的物品数［１］，数学模

型如下：

ｋｍｉｎ ＝ ｍｉｎ
ｉ

ｋｉ ｋｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｘ ｊ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ{ } （９）

ｓ．ｔ． ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊｘ ｊ ≤ ｃｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ （１０）

ｘ ｊ ∈ ０，１{ } ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ （１１）
　 　 通过对物品每一维的资源消耗量进行降序排

列，依次选择装入背包的物品，在满足每一维资源约

束的条件下，计算每一维约束下可装入背包的物品

数量，最后计算出装入背包的最小物品数。
（２）计算最大可装入背包的物品数，数学模型

如下：

ｋｍａｘ ＝ ｍａｘ
ｉ

ｋｉ ｋｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｘ ｊ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ{ } （１２）

ｓ．ｔ． ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊｘ ｊ ≤ ｃｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ （１３）

ｘ ｊ ∈ ０，１{ } ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ （１４）
　 　 通过对物品每一维的资源消耗量进行升序排

列，依次选择装入背包的物品，在满足每一维资源约

束的条件下，计算每一维约束限制下可装入背包的

物品数，最后计算可装入背包的最大物品数。
针对大规模问题，在搜索解的过程中易出现搜

索时间过长、搜索速度过慢等缺点，故引入最大、最
小能够装入背包的物品数，即对解设置上下界，对于

进行交叉操作产生的不在此范围内的解（可行或不

可行），选择直接用对应的初始解（个体）替代，对于

在此范围内的解，基于价值密度公式对其进行贪心

修复优化操作，进而缩短了搜索时间。 与原始算法

相比，在收敛速度上也有一定效果。
３．３　 特定维数变异

变异的过程采用 ＧＡ 中的变异策略，生成变异

个体 ｕｉ， 其操作如下：

ｕｉｊ ＝
１ － ｘｉｊ，ｄｉｖ ＜ ０
ｘｉｊ，ｄｉｖ ≥ ０{ （１５）

　 　 其中， ｄｉｖ ＝ ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｉ） － ｆａｖｇ ， ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｉ） 表示个

体 ｉ 的适应度值， ｆａｖｇ 表示种群的平均适应度值； ｊ
∈ ｄ，其 ｄ 为｛１，２，…，ｎ｝ 的随机数构成的集合。
３．４　 ＩＤＥ 算法求解 ＭＫＰ

Ｓｔｅｐ １　 初始化算法参数，设置最大迭代次数

Ｔ， 种群规模为 ＮＰ，交叉概率 ｃｒ ＝ ０．５，最大、最小装

入背包物品数 ｋｍａｘ，ｋｍｉｎ；
Ｓｔｅｐ ２　 初始化生成全为可行解的初始种群，

选择装入背包的物品数为 ｋｍｉｎ ；
Ｓｔｅｐ ３　 基于公式（１５）进行特定维数的 ０－１ 变

异，对于适应度低于平均适应度的个体进行变异；
Ｓｔｅｐ ４　 基于公式（６）进行交叉，低于交叉概率

则接受变异个体，否则接受当前个体；
Ｓｔｅｐ ５　 对交叉产生的解（个体）进行判断，对

不在最小装入背包的物品数及最大物品数范围内的

解，直接用当前个体替代，在此范围内的不可行解基

于价值密度式（８）进行贪心修复优化，至满足约束

条件；
Ｓｔｅｐ ６　 将修复优化后的个体与当前个体进行

适应度比较，选择较优的个体进入下一代 ；
Ｓｔｅｐ ７　 满足迭代终止条件，则输出最优个体，

否则转至 Ｓｔｅｐ ３。

４　 仿真实验与分析

为测试改进算法的有效性，对 １０ 个实例进行测

试，并与贪心二进制狮群优化（ＧＢＬＳＯ）算法［１６］及混

合粒子群算法（ＨＰＳＯ）算法［１７］进行对比分析。
算法实例来自 ＥＬＩＢ 数据（ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｅｌｉｂ． ｚｉｂ． ｄｅ ／

ｐｕｂ ／ Ｐａｃｋａｇｅｓ ／ ｍｐ － ｔｅｓｔｄａｔａ ／ ｉｐ ／ ｓａｃ９４ － ｓｕｉｔｅ ／ ｉｎｄｅｘ．
ｈｔｍｌ），所有结果均由 Ｍａｔｌａｂ Ｒ２０２１ａ 运行产生。
４．１　 参数设置

为使实验结果进行有效对比，所有算法都设置

相同的种群规模为 ＮＰ ＝ ３０，最大迭代次数 Ｔ ＝ １０ｎ，
ｎ 为物品数量，变异维数为 ⌊ｎ ／ ５」， 算法的设置参数

见表 １。
表 １　 算法参数设置

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｅｔｔｉｎｇｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 参数

ＧＢＬＳＯ 母狮数量比例 β ＝ ０．１， 最小贪婪度指数 Ｑｍｉｎ ＝ １，

最大贪婪度指数 Ｑｍａｘ ＝ １２
ＨＰＳＯ

惯性权重因子 ω ＝ １， 学习因子 ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ２

４．２　 实验结果分析

每个实例独立运行 ２０ 次，记录各算法最优值、
最差值及平均值，结果见表 ２。
　 　 从表 ２ 可以看出，本文所提算法在大部分实例

上均可达到最优解，且算法的求解精度较好。
ＩＤＥ、ＧＢＬＳＯ、ＨＰＳＯ ３ 种算法部分算例独立运

行 ２０ 次的寻优曲线如图 １ 所示。 从图中可以看出，
本文算法能较好的求得最优解。
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表 ２　 算法结果对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｒｅｓｕｌｔｓ

实例 物品－资源 参考最优解 算法 最优解 最差解 平均值

ｓｅｎｔ０１ ６０－３０ ７ ７７２ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

７ ７７２
７ ７７２
７ ７７２

７ ７７２
７ ７０７
７ ７６１

７ ７７２
７ ７６４．４
７ ７７１．４

ｓｅｎｔ０２ ６０－３０ ８ ７２２ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

８ ７２２
８ ７２１
８ ７２１

８ ７１３
８ ６９１
８ ７０８

８ ７２１．１
８ ７０８．５
８ ７１１．３

ｗｅｉｎｇ１ ２８－２ １４１ ２７８ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

１４１ ２７８
１４１ ２７８
１４１ ２７８

１４１ ２７８
１４１ ２７８
１４０ ７７８

１４１ ２７８
１４１ ２７８
１４１ ２５２

ｗｅｉｎｇ２ ２８－２ １３０ ８８３ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

１３０ ８８３
１３０ ８８３
１３０ ８８３

１３０ ８８３
１３０ ８８３
１３０ ７２３

１３０ ８８３
１３０ ８８３
１３０ ８６７

ｗｅｉｎｇ７ １０５－２ １ ０９５ ４４５ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

１ ０９５ ３８２
１ ０９３ ７８０
１ ０９５ ３８２

１ ０９４ ３５６
１ ０９１ ４６０
１ ０９４ ３５６

１ ０９５ ０００
１ ０９１ ６００
１ ０９４ ９００

ｗｅｉｎｇ８ １０５－２ ６２４ ３１９ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

６２４ ３１９
６１２ ６６４
６２４ ３１９

６２４ ３１９
６００ ５６２
６２１ ０８６

６２４ ３１９
６０４ ７１０
６２３ ６３０

ｐｅｔ２ １０－１０ ８７ ０６１ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

８７ ０６１
８７ ０６１
８７ ０６１

８７ ０６１
８７ ０６１
８７ ０６１

８７ ０６１
８７ ０６１
８７ ０６１

ｐｅｔ３ １５－１０ ４ ０１５ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

４ ０１５
４ ０１５
４ ０１５

４ ０１５
４ ０１５
４ ０１５

４ ０１５
４ ０１５
４ ０１５

ｐｅｔ５ ２８－１０ １２ ４００ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

１２ ４００
１２ ４００
１２ ４００

１２ ４００
１２ ３８０
１２ ４００

１２ ４００
１２ ３９２
１２ ４００

ｐｅｔ７ ５０－５ １６ ５３７ ＩＤＥ
ＧＢＬＳＯ
ＨＰＳＯ

１６ ５３７
１６ ２８１
１６ ５２４

１６ ４９６
１５ ３０９
１６ ４２６

１６ ５０４
１５ ９７８
１６ ４６７
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　 　 （ａ） 算例 ｓｅｎｔ ０２　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 算例 ｗｅｉｎｇ８　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｃ） 算例 ｐｅｔ ７
图 １　 测试算例寻优曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｅｓｔ ｅｘａｍｐｌｅｓ

５　 结束语

本文在差分进化算法的基础上，利用了与 ＧＡ
的相似性，将特定维数的 ０－１ 变异融入其中，并提

出最大及最小装入背包的物品数模型，筛选出一些

不在此范围内的解，并用对应的初始解替代，缩短了

搜索时间，从而提高本文算法的收敛速度，较原始算

法的收敛性有一定的效果。 基于对 １０ 个算例的测

试，表明了该算法的有效性以及良好的搜索能力。
（下转第 １０６ 页）
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