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改进适应度函数的 ＣＭＡ－ＥＳ 算法在机器人逆运动学中的应用

谭薪兴， 李　 光， 薛晨慷， 易　 静， 于权伟

（湖南工业大学 机械工程学院， 湖南 株洲 ４１２００７）

摘　 要： 针对机器人的逆运动学多解问题，本文利用“最佳柔顺性”规则，对适应度函数进行改进，提出了一种自适应协方差

矩阵进化策略（ＣＭＡ－ＥＳ）算法求逆运动学解的新方法。 在原算法的基础上，将机器人各关节运动范围作为约束条件，在工作

空间中获得唯一且平稳光滑的路径。 以 ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００ 型 ６ 自由度机器人为研究算例，结果表明：在点对点运动的逆运

动学求解中，代表位置误差的适应度函数的平均值稳定在 １０ －１７ 数量级；在空间螺旋轨迹连续跟踪的逆运动学求解中，求解的

各关节轨迹平滑且唯一，代表位置误差的适应度函数的平均值稳定在 １０ －３２ 数量级；在点对点运动和连续轨迹跟踪的逆运动学

求解中，位置平均误差值均稳定在 １０ －１６ ｍ 数量级。
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０　 引　 言

机器人运动学包括正向运动学和逆向运动学，
正向运动学是由一组关节角度确定机器人末端执行

器一个姿态，逆向运动学是由目标姿态求解各关节

角度，逆向运动学求解复杂且存在多解［１－２］。
机器人逆向运动学求解是进行机器人轨迹规

划、路径规划、避障等研究的基础［３］。 很多学者在

该领域做了大量研究，有许多逆向运动学的求解理

论和方法，传统的方法有代数法、几何法、数值法等。
代数法主要以消元的方式将高维方程组转化为低维

方程组，还需要大量的三角代换，计算过程十分复

杂，文献［１］提出基于分离重构技术，降低了求解复

杂度，得到了逆运动学全部解；几何法针对机器人的

特殊结构进行简化再求解，一般无法单独使用甚至

无法使用［４］；数值法可以精确搜索到一组逆解，求
解速度与初始值相关，甚至存在无解，需要的运算量

大，不适合实时性要求较高的场合［５］。
近年来，利用智能算法求解机器人逆向运动学

的方法取得一定的成果。 神经网络算法的计算代价

高，计算能力很大程度取决于数据的大小，同时也取

决于网络的深度和复杂程度；遗传算法全局搜索能

力强，局部搜索能力较弱，容易误入局部最优解；蚁
群算法和鱼群算法参数设置复杂，如果参数设置不

当，容易偏离最优解；粒子群算法操作简单，收敛速

度快，在众多领域得到广泛应用，但存在提前收敛、
维数灾难等问题。

自适应协方差矩阵进化策略（Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ Ｍａｔｒｉｘ



Ａｄａｐｔａｔｉｏｎ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ Ｓｔｒａｔｅｇｙ， ＣＭＡ－ＥＳ）是在进化策

略（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ Ｓｔｒａｔｅｇｙ ，ＥＳ）算法的基础上发展而来

的无约束优化算法，在全局优化、多峰优化、多目标

优化、大规模优化和结构性工程等领域得到了大量

应用，该算法的搜索性能较高，并且能够达到比较高

的搜索精度。 文献［６］提出了改进的 ＣＭＡ－ＥＳ 算

法，在保留原算法的优点上，可以实时且高精度地求

出逆向运动学解；文献［７］引入 １ ／ ５ 成功理论，调整

ＣＭＡ－ＥＳ 算法的规模和步长，提高了算法求解效率；
上述智能算法提高了机器人逆向运动学求解的效

率，但是忽略了机器人在实际运动过程中的平稳性

和能耗。
本文提出了一种新的适应度函数用于 ＣＭＡ－ＥＳ

算法求逆运动学解：与原算法相比，该算法将各关节

运动范围作为约束条件，通过加权最小二乘法和位

姿误差建立新的适应度函数，求解出唯一的一组运

动学逆解。 将该算法应用于 ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００ 型

六自由度机器人，仿真结果表明，该方法可以得到机

器人高精度和平稳的逆运动学解。

１　 ＣＭＡ－ＥＳ 算法

１．１　 算法原理

ＣＭＡ－ＥＳ 算法是一种进化策略类算法。 经典

ＥＳ 算法寻找最优解主要依靠突变，但是如何调整突

变的方向没有成熟的理论支撑，需要依据经验设置，
因此该方法会导致无效的突变。 为克服经典 ＥＳ 的

不足，ＣＭＡ－ＥＳ 采用正态分布 Ｎ（ｍ，Ｃ） 生成一定数

量的搜索种群，Ｎ（ｍ，Ｃ） 表示搜索分布均值为 ｍ，以
协方差矩阵为 Ｃ 的多元正态分布，且 Ｃ ＝ ＢＤＢＴ，
其中ＢＢ ＝ Ｉ，Ｂ 的列向量由 Ｃ 的特征向量正交基组

成，Ｄ 为 对角矩阵，化简多元正态分布 Ｎ（ｍ，Ｃ） 得

式（１）。
Ｎ（ｍ，Ｃ） ～ ｍ ＋ Ｎ（０，Ｃ）

～ ｍ ＋ Ｎ ０，Ｂ Ｄ２ ＢＴ( )

～ ｍ ＋ Ｎ ０，（ＢＤ） （ＢＤ） Ｔ( )

～ ｍ ＋ ＢＤＮ（０，Ｉ） （１）
其中，“ ～ ”表示服从相同的分布。
由式（１）的逆序可知， Ｉ 确定等概率密度圆球

面， 通过 Ｂ、Ｄ 的变化可以确定 Ｃ 的椭球面；球面的

分布尺度由 Ｄ 中的对角元素决定，主轴的方向由 Ｂ
确定，变化 Ｂ、Ｄ 实现球面的分布旋转。
１．２　 算法步骤

ＣＡＭ－ＥＳ 算法流程如图 １ 所示。
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图 １　 ＣＡＭ－ＥＳ 算法流程图

Ｆｉｇ． １　 ＣＡＭ－ＥＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ

　 　 Ｓｔｅｐ １　 设置参数并初始化。 静态参数：子代个

体数λ，父代个体数 μ ＜ λ，重组权值ωｉ ＝ １，２，…，ｕ，
自适应调整时的常量 ｃσ、ｄσ、ｃｃ、ｃ１、ｃμ，最大迭代次数

为 Ｇ；动态参数：初始分布均值为 ｍ（０） ∈ ＲＮ，根据实

际问题设置维数 Ｎ，初始分布均值可以是随机获得，
也可以直接给定，初始全局步长 σ（０） ∈ Ｒ ＋，初始进

化路径 ｐ（０）
σ ＝ ０，ｐ（０）

ｃ ＝ ０，初始协方差矩阵 Ｃ（０） ＝ Ｉ ∈
ＲＮ×Ｎ，初始进化代数 ｇ（０） ＝ ０。

Ｓｔｅｐ ２　 突变。 突变的目的是使个体之间产生

差异，ＣＭＡ－ＥＳ 算法的突变过程是以当代的均值为

中心，产生下一代种群，式（２）。
ｘ（ｇ＋１）
ｋ ＝ ｍ（ｇ） ＋ σ（ｇ）Ｎｋ（０，Ｃ（ｇ））

ｋ ＝ １，２，…，λ （２）
　 　 其中， ｘ（ｇ＋１）

ｋ ∈ＲＮ 是第 ｇ ＋ １代种群中生成的第

ｋ个个体；ｍ（ ｇ ） 是第 ｇ代种群中适应度排名前 μ个个

体的加权平均值；σ （ ｇ ） 是第 ｇ 代种群进化的步长；
Ｃ（ ｇ ） 是第 ｇ 代种群进化的协方差矩阵。

Ｓｔｅｐ ３　 选择和重组。 经典 ＥＳ 算法的选择策略

有两种： 一种是（μ ＋ λ） 策略，适应度排名由上一代

的父代与当前子代一起参与，同时选择优秀的个体；
另一种是（μ，λ） 策略，即父代不参与当前代的适应度

排名竞争，优秀个体只从当前子代中选择。 ＣＭＡ －
ＥＳ 采用的是第二种选择策略，对 λ 个子代进行适应

度评价，根据适应能力由高到低排序，选取适应能力

强的前 μ 个个体，作为下一代种群的父代，更新策略

参数 ｍ（ｇ）、σ（ｇ）、Ｃ（ｇ），以此来传递优良的基因。
（１） 均值移动：下一代起始搜索点，即新的均值
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ｍ（ｇ＋１） 是从样本 ｘ（ｇ＋１）
１ ，…，ｘ（ｇ＋１）

λ 中选择出来的 μ 个

最优子群的加权平均值，式（３） 和式（４）。

ｍ（ｇ＋１） ＝ ｍ（ｇ） ＋ σ（ｇ）〈ｙ〉 ω ＝ ∑
ｕ

ｉ ＝ １
ωｉｘ（ｇ＋１）

ｉ：λ （３）

〈ｙ〉 （ｇ）
ω ＝ ∑

μ

ｉ ＝ １
ωｉｙ（ｇ）

ｉ：λ

ｙ（ｇ）
ｉ：λ ＝ ｘ（ｇ）

ｉ：λ － ｍ（ｇ）( ) ／ σ（ｇ） （４）

　 　 其中， 权重 ω ｉ 满足∑
μ

ｉ ＝ １
ω ｉ ＝ １，ｘ（ｇ＋１）

ｉ：λ 是第 ｇ ＋ １

代的 λ 个个体中第 ｉ 个最优的个体，即突变中心

ｍ（ｇ＋１） 为下一代的父代最优个体的加权平均值。
（２）协方差矩阵自适应调整（ＣＭＡ），式（５） ～

式（９）。

ｈ（ｇ＋１）
σ

１，　 如果
‖ｐ（ｇ＋１）σ ‖

１ － １ － ｃσ( ) ２（ｇ＋１）
＜ １．５ ＋ １

ｎ － ０．５
æ

è
ç

ö

ø
÷·

　 　 Ｅ‖Ｎ（０，Ｉ）‖
０　 否则

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï （５）

Ｅ‖Ｎ（０，Ｉ）‖ ≈ Ｎ １ － １
４Ｎ

＋ １
２１Ｎ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

ｐ（ｇ＋１）
σ ＝ （１ － ｃｃ）ｐ（ｇ）

ｃ ＋ ｈ（ｇ）
σ ·

ｃｃ（２ － ｃｃ）μ ｅｆｆ
ｍ（ｇ＋１） － ｍ（ｇ）

σ （ｇ） （７）

　 Ｃ（ｇ＋１） ＝ １ － ｃ１ － ｃμ( ) Ｃ（ｇ） ＋ ｃ１ ｐ（ｇ＋１）
ｃ ｐ（ｇ＋１） Ｔ

ｃ ＋(

　 　 　 δ ｈ（ｇ＋１）
σ( ) Ｃ（ｇ） ) ＋ ｃμ∑

μ

ｉ ＝ １
ω ｉｙ（ｇ＋１）

ｉ：λ ｙ（ｇ＋１） Ｔ
ｉ：λ （８）

　 　 δ ｈ（ｇ＋１）
σ( ) ＝ １ － ｈ（ｇ＋１）

σ( ) ｃｃ ２ － ｃｃ( ) （９）
其中， ｃｃ 是 ｐｃ 的更新学习速率；ｈσ 为赫维赛德

阶跃（Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ） 函数，用于调整‖ｐｃ‖的过大增长；
μ ｅｆｆ 为方差有效选择质量，且 １ ＜ μ ｅｆｆ ≤ μ，ｃ１ 和 ｃμ 分
别为 Ｃ 的“秩 １” 和“秩 μ” 的更新学习速率。

（３）全局步长控制（ＣＳＡ），式（１０）和式（１１）。

　
ｐ（ｇ＋１）
σ ＝ １ － ｃσ( ) ｐ（ｇ）

σ ＋ ｃσ ２ － ｃσ( ) μ ｅｆｆ ·

　 　 　 Ｃ － １
２
ｍ（ｇ＋１） － ｍ（ｇ）

σ （ｇ）

（１０）

σ （ｇ＋１） ＝ σ （ｇ） ｅｘｐ
ｃσ
ｄσ

‖ ｐ（ｇ＋１）
σ ‖

Ｅ（‖Ｎ（０，Ｉ）‖）
－ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ ＝ ｅｘｐ
ｃσ
ｄσ

‖ ｐ（ｇ＋１）
σ ‖

Ｅ（‖Ｎ（０，Ｉ）‖）
－ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

（１１）

其中， ρ 可看作步长变化的伸缩因子；ｃσ 为 ｐσ 的

更新学习率；ｄσ 为接近于 １ 的阻尼系数；Ｅ‖Ｎ（０，
Ｉ）‖ 为归一化进化路径在随机选择下的期望长度。

Ｓｔｅｐ ４　 判断是否达到最大迭代次数或精度，
若是，则停止，输出最优解和最优决策向量，否则返

回 Ｓｔｅｐ ２。

２　 逆运动学计算

２．１　 正向运动学数学模型

采用标准 Ｄ－Ｈ 法建立的 ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００
型六自由度机器人结构简图，如图 ２ 所示。 目前，普
遍认为 Ｄ－Ｈ 法是对机器人运动学建模最好的方法，
可以确定机器人的关节参数和关节变量，与机器人

结构顺序和复杂程度无关，通过齐次变换矩阵描述

两个相邻坐标系间的空间位姿关系。
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T
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a2

a2

d1

θ2

x2

y2
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θ1
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x1x0

Sz0z1

z6

图 ２　 ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００ 结构简图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００

　 　 首先，建立连杆坐标系，通过 ４ 次旋转平移变

换，根据 ＤＨ 参数， 第 ｉ 连杆的参数定义为： ａｉ 为连

杆长度；αｉ 为相邻两关节轴线的夹角；ｄｉ 为第 ｉ 根连

杆和第 ｉ － １ 连杆的偏置距离；θｉ 为第 ｉ 连杆的旋转

角。 变换过程：绕 ｚｉ －１ 轴旋转 θｉ 角，沿 ｚｉ －１ 轴平移 ｄｉ，
沿 ｘｉ 轴平移 ａｉ， 绕 ｘｉ 轴旋转 αｉ，可以得到机器人连

杆 ｉ坐标系相对于连杆 ｉ － １坐标系的变换矩阵（Ｄ －
Ｈ 矩阵） ［８］ 即式（１２）， ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００ 机器人

关节参数，见表 １。
表 １　 ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００ 机器人关节参数

Ｔａｂ． １　 Ｊｏｉｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＲＥＢｏｔ－Ｖ－６Ｒ－６５００ ｒｏｂｏｔ

连杆 ｉ 关节角 θｉ ／ （°） 扭角 αｉ ／ （°） 长度 ａｉ ／ ｍ 偏置 ｄｉ ／ ｍ

１ θ１ ９０ ０．１００ ０．３２０

２ θ２ ＋ ９０ ０ ０．２９０ ０

３ θ３ ９０ ０．１２１ ０

４ θ４ － ９０ ０ ０．３１０

５ θ５ ９０ ０ ０

６ θ６ ０ ０ ０．１１１５
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ｉ－１Ｔｉ ＝ Ｒｏｔ（θｉ，ｚｉ－１）Ｔｒａｎ（０，０，ｄｉ）Ｔｒａｎｓ（ａｉ，０，０）Ｒｏｔ（ａｉ，ｘｉ）＝
ｃｏｓ θｉ － ｓｉｎ θｉｃｏｓ ａｉ ｓｉｎ θｉｓｉｎ ａｉ ａｉｃｏｓ θｉ

ｓｉｎ θｉ ｃｏｓ θｉｃｏｓ ａｉ － ｃｏｓ θｉｓｉｎ ａｉ ａｉｓｉｎ θｉ

０ ｓｉｎ ａｉ ｃｏｓ ａｉ ｄｉ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１２）

　 　 根据式（１２）和表（１）中的 Ｄ － Ｈ 参数，得到该

型号六自由度机器人正向运动学数学模型式（１３），
通过正向运动学控制机器人末端执行器到达指定位

置。
０
６Ｔ ＝０

１Ｔ θ １( ) １
２Ｔ θ ２( ) ２

３Ｔ θ ３( ) ３
４Ｔ θ ４( ) ４

５Ｔ θ ５( ) ５
６Ｔ θ ６( ) ＝

　 　

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ

ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ

ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝
ｎ ｏ ａ ｐ
０ ０ ０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１３）

２．２　 适应度函数

用机器人末端执行器的接近矢量 ａ 和位置矢量

Ｐ 建立适应度函数 ｆ１ 和 ｆ２，式（１４）。 适应度函数 ｆ１
为位置误差范数，表示目标位置Ｐｄ 和实际位置Ｐｃ 之

间的误差；适应度函数 ｆ２ 为姿态误差范数，表示目标

位置 ａｄ 和实际位置 ａｃ 之间的误差；适应度函数 ｆ１ ＋
ｆ２ 表示位置误差范数和姿态误差范数之和。 系数 ｘ
和 ｙ 是为方便调整求解过程中位置和姿态误差而设

置的权重，以便求得最合适的逆解，本文中 ｘ ＝ １，
ｙ ＝ １。

ｆ１ ＝ ｘ‖ ｐｄ － ｐｃ‖
ｆ２ ＝ ｙ‖ａｄ － ａｃ‖

（１４）

　 　 六自由度机器人逆运动学存在多解，为了获得

唯一的逆解，本文基于加权最小二乘法，结合“最佳

柔顺性”规则，通过附加约束建立目标函数 ｆ３， 使用

ＣＭＡ－ＥＳ 算法求解适应度函数 ｆ ＝ ｆ１ ＋ ｆ２ ＋ ｆ３ 最小

值，获得最优解，最佳柔顺性的含义为式（１５）：

ｍｉｎｆ３ ＝ ∑
ｉ ＝ ６

ｉ ＝ １
ｚ × ［ｗ ｉ（θ ｉ（ｋ） － θ ｉ（ｋ － １））］ ２，ｉ ＝ １，２，

３，…，６ （１５）
　 　 其中， θ ｉ（ｋ） － θ ｉ（ｋ － １） 表示关节角 ｉ与其自身

前一个位置关节角的差值，使得关节运动更平滑，减
少机器人运动路径距离；系数 ｚ 是为了保证算法运

行时不产生局部收敛甚至发散等情况，平衡“最佳

柔顺性” 准则对整个适应度函数优化结果的影

响［９］。 本文中 ｚ ＝ ０．００１；系数 ｗ ｉ 遵循 “少运动上

臂，多运动下臂”的选取原则。 该原则的优点是运

动时更为平稳，减少能源消耗，提高工作效率等。 在

本研究中，加权系数 ｗ ｉ 设计为 ｗ ＝ ［３ ２ １．５ １ １ １］。

３　 仿真与结果分析

３．１　 求解工作空间

机器人的关节角取值范围参考该型号机器人说

明书，见表 ２。 求解机器人工作空间方法有：解析

法、几何法、数值法等，但这几种计算复杂、效率低，
本文在机器人各关节允许的角度值限制内，以蒙特

卡洛法为基础，用随机函数给各关节角赋值，得到

１０ ０００组关节角，计算机器人可达工作空间；利用正

向运动学公式（１３）解出末端执行器在笛卡尔空间

中离散点图，从而得到机器人三维工作空间，如图 ３
所示。

表 ２　 关节角取值范围

Ｔａｂ． ２　 Ｒａｎｇｅ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅ

关节 θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ θ６

上限 －１７０° －４５° －７０° －１７０° －１２０° ０°

下限 １７０° １３５° １３０° １７０° １２０° ３６０°

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0
-0.5

0
0.5

1.0
1.0

0.50
-0.5-1.0

z/m

y/m

x/m
图 ３　 三维工作空间

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ

３．２　 参数设置

ＣＭＡ－ＥＳ 算法的种群数量 λ ＝ １００，优秀个体 μ
＝ ５０，初始步长 σ ＝ ０．５， 初始均值在 ０～１ 内随机产

生，求解过程中，前一个逆向运动学解作为当前初始

点均值，初始均值缩放系数 ε ＝ ０．６５，算法的停止条

件为进化次数 Ｇ ＝ ２００ 或者适应度函数 ｆ ≤ １０ －９。
为了保证算法稳定运行，两种算法的适应度函数中，
权值系数 ｘ ＝ １，ｙ ＝ １，ｚ ＝ ０．００１。
３．３　 点到点运动仿真

仿真的计算机配置：操作系统为 ６４ 位 Ｗｉｎｄｏｗ
１０ 企业版，处理器为 ＡＭＤ Ｒｙｚｅｎ ５ ２６００Ｘ ３．６０ ＧＨｚ，
内存 ８．０ ＧＢ。

机器人初始状态时选取各关节角度为 ｑ ＝
［０ ０ ０ ０ ０ ０］，目标位置选取工作空间内的一组关

节角，根据正向运动学公式（１３）求出末端执行器的

位姿矩阵， 分别使用适应度函数 ｆ１ ＋ ｆ２ 和 ｆ， 在

ＣＭＡ－ＥＳ 算法上独立运行 １ ０００ 次，求逆运动学的

解。 随机 选 取 机 器 人 的 一 组 关 节 角 度 为 ｑ ＝

１２第 ２ 期 谭薪兴， 等： 改进适应度函数的 ＣＭＡ－ＥＳ 算法在机器人逆运动学中的应用



［０．４１２ ０．３６５ ０．２５４ ０．１２１ ０．４５４ ０．２３５］。
两种适应度函数的算法单独运行 １ ０００ 次的结

果见表 ３，结果表明改进后适应度函数代表位置误

差的适应度函数 ｆ１ 的平均值比原适应度函数中 ｆ１ 的
平均值小 ９个数量级；任意选取 １ ０００组结果中的一

组的位置误差结果见表 ４，可以看出改进适应度函

数的位置误差值比未改进的适应度函数求得的位置

精度高 １０ －６ 数量级。
表 ３　 ＣＭＡ－ＥＳ 独立运行 １ ０００ 次的适应度函数 ｆ１的值

Ｔａｂ． ３　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ１ ｆｏｒ ＣＭＡ－ＥＳ ｒｕｎｎｉｎｇ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｙ ｆｏｒ １ ０００ ｔｉｍｅｓ

适应度函数 最小值 最大值 平均值

ｆ１ ＋ ｆ２ ４．９２２ ２×１０－９ ４．５１９ １×１０－８ ３．０９９ ２×１０－８

ｆ ８．６７３ ９×１０－１９ ５．９０６ ３×１０－１７ ４．０２５ ２×１０－１７

表 ４　 点对点运动位置误差

Ｔａｂ． ４　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐｏｉｎｔ－ｔｏ－ｐｏｉｎｔ ｍｏｔｉｏｎ

适应度函数 ｜ ｘ ｜ ／ ｍ ｜ ｙ ｜ ／ ｍ ｜ ｚ ｜ ／ ｍ

原适应度函数 ５．３７５ １×１０－１０ １．８５５ ８×１０－１０ ２．９５０ ７×１０－１１

改进适应度函数 １．１１１ ０×１０－１６ １．３８７ ８×１０－１７ １．１１１ ０×１０－１６

３．４　 连续轨迹跟踪仿真

在工作空间内的轨迹方程为式（１６）：
ｘ ＝ ０．１５ｃｏｓθ ＋ ０．５１
ｙ ＝ ０．１５ｓｉｎθ
ｚ ＝ ０．０５ｔ ＋ ０．３５

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

　 　 其中， ０≤θ≤２π，步长为π ／ ６０（ｒａｄ）， 长度单位

为 ｍ，为了满足实际工作需求，保证末端执行器关节

轴在工作过程中始终平行于世界坐标系 ｘ 轴正方向，
运动轨迹的每一个点的 α 矢量姿态均为［１；０；０］。

使用原适应度函数和改进适应度函数对选取的

空间内轨迹方程（１６）进行连续轨迹跟踪， 适应度函

数 ｆ１ ＋ ｆ２ 和 ｆ 中代表位置误差的适应度函数 ｆ１ 的结

果见表 ５，连续求解过程中适应度函数值 ｆ１ 的波动

情况如图 ４ 所示。 仿真结果表明，改进的适应度函

数中 ｆ１ 的平均值比原适应度函数中 ｆ１ 的平均值少１３
个数量级，同时对轨迹上所有点进行轨迹跟踪，轨迹

跟踪以及轨迹仿真如图 ５ 所示，可以看到能完全实

现对给定曲线的跟踪，且运动过程平稳。
表 ５　 连续轨迹跟踪的适应度函数 ｆ１的值

Ｔａｂ． ５　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ１ ｆｏｒ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｔｒａｃｋｉｎｇ

适应度函数 最小值 最大值 平均值

ｆ１ ＋ ｆ２ ４．２９２ １×１０－２１ ８．７１１ ５×１０－１９ ２．０７１ ５×１０－１９

ｆ １．００５ ３×１０－ ３５ １．６８８ ３×１０－ ３１ １．６２６ ９×１０－ ３２
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图 ４　 适应度函数 ｆ１的波动

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ１
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图 ５　 轨迹仿真与跟踪

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒａｃｋｉｎｇ

　 　 两种适应度函数使用 ＣＭＡ－ＥＳ 算法求解轨迹
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的关节角度变化如图 ６ 所示。 结果表明，在保持原

适应度函数的特点上，基于加权最小二乘法“最佳

柔顺性”规则改进的适应度函数求解的结果唯一且

更光滑，关节运动距离更小，能源消耗更少，运行过

程平稳。

Joint1
Joint2
Joint3
Joint4
Joint5
Joint6

80

60

40

20

0

-20

-40

-60

-800 20 40 60 80 100 120 140
采样点序号

关
节
角
度
/(?
)

（ａ） 原适应度函数

Joint1
Joint2
Joint3
Joint4
Joint5
Joint6

60

40

20

0

-20

-40

-60

-80
0 20 40 60 80 100 120 140

采样点序号

关
节
角
度
/(?
)

（ｂ） 改进的适应度函数

图 ６　 关节角变化
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　 　 在两种适应度函数求解下， 笛卡尔空间中目标

位置 Ｐ（Ｘ，Ｙ，Ｚ） 和仿真位置 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ） 之间的误差

变化，如表 ６、表 ７和图 ７表示。 可以看出，两者求解

的位置精度相差较大，采用新适应度函数求解得到

的平均位置误差值稳定在１０－１７ ｍ 数量级，最小值误

差为 ０ ｍ，且代表位置误差稳定度的标准差值也稳

定在１０－１７ ｍ 数量级，在轨迹跟踪精度和轨迹跟踪稳

定度方面明显优于使用原适应度函数解得的结果。
表 ６　 原适应度函数轨迹跟踪的位置误差

Ｔａｂ． ６ 　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｔｒａｃｋｉｎｇ

位置误差 ／ ｍ ｜ ｘ ｜ ｜ ｙ ｜ ｜ ｚ ｜

最小值 １．０６７ １×１０－ １２ ２．７２７ ７×１０－ １３ ５．７１７ ６×１０－ １５

最大值 ６．８９９ ７×１０－ １０ ６．１８１ ４×１０－１０ ８．０６４ ５×１０－ １ ０

平均值 １．８７６ １×１０－ １０ ２．０４７ ２×１０－ １０ ２．０３３ １×１０－ １０

标准差 １．５２３ ４×１０－ １０ １．５７１ ９×１０－ １０ １．７３９ ４×１０－ １０

表 ７　 改进适应度函数轨迹跟踪的位置误差

Ｔａｂ． ７ 　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｔｒａｃｋｉｎｇ

位置误差 ／ ｍ ｜ ｘ ｜ ｜ ｙ ｜ ｜ ｚ ｜

最小值 ０ ０ ０

最大值 ３．３３０ ７×１０－ １６ １．９４２ ９×１０－１６ ３．３３０ ７×１０－ １ ６

平均值 ８．２５７ ９×１０－ １７ ５．０６５ ５×１０－ １７ ７．９３６ ７×１０－ １７

标准差 ７．０２５ ９×１０－ １７ ４．７５９ ４×１０－ １７ ８．０３８ ８×１０－ １７
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图 ７　 空间位置误差波动
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４　 结束语

本文提出改进的适应度函数，将加权最小二乘

法的“最佳柔顺性”规则和位姿误差结合，形成改进

的适应度函数，使用 ＣＭＡ－ＥＳ 算法求逆运动学解，
使其解具有唯一性；在单点求得的逆解中， 改进适

应度函数中代表位置误差的适应度函数 ｆ１ 的平均值

比原适应度函数中 ｆ１ 的平均值少 １０ 个数量级；在连

续的轨迹求解中，改进适应度函数中 ｆ１ 的平均值比

原适应度函数逆解的结果提升 １３ 个数量级，且使用

改进适应度函数求解得到的平均位置误差值稳定在

１０－１６ ｍ。 （下转第 ３１ 页）
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