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摘　 要： 与传统波叠加法通过逆问题求解获得源强不同， 提出一种基于粒子滤波的波叠加算法来实现正向求解源强。 该方

法基于波叠加理论建立状态空间模型， 根据初始化粒子的先验信息预测并更新状态向量。 通过权重计算和重采样， 估计等

效源的强度及其位置， 进而重建三维辐射声场。 仿真分析与实验验证表明， 该算法可避免逆问题求解中的不适定性难题，
实现声场的高精度重建。
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０　 引　 言

波叠加法由 Ｋｏｏｐｍａｎｎ 等人［１］ 在 １９８９ 年提出，
是一种求解声辐射问题的积分方程法，其原理为：任
何物体辐射的声场均可以等效为该辐射体内部若干

个不同源强的等效源所产生声场的叠加。 利用波叠

加法近场声全息进行声场重建，既能克服基于空间

Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法的近场声全息［２］ 只能计算规则形状

声源的缺点，又能避免基于边界元法的近场声全

息［３］所带来的复杂插值运算和奇异积分处理困扰，
国内外学者对该方法进行了深入研究［４－８］。

利用波叠加法进行声场重建时，其关键是获取

等效源强度和配置等效源位置。 通常采用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ
正则化方法［９－１０］ 求解声学逆问题中的病态方程，获
取准确的等效源强度，再合理配置等效源位置，进行

声场重建。 Ａｎｔｏｎｉ［１１］提出了贝叶斯正则化准则的基

本理论，Ｐｅｒｅｉｒａ 等人［１２］进一步通过理论和实验对比

了等效源法和贝叶斯法。 Ｃｈａｒｄｏｎ 等人［１３］针对传统

近场声全息逆问题正则化方法的复杂性，提出了一

种新的基于压缩采样的正则化方法。 Ｙａｎｇ 等人［１４］

提出了一种基于卡尔曼滤波的混合局部近场声全息

技术，旨在解决等效源配置不确定性问题。
以上所提方法均是从求解声学逆问题的角度出

发获得源强，为避免求解逆问题的不适定性，Ｂａｉ 等
人［１５－１６］提出基于等效源模型的自适应滤波方法，对
麦克风阵列信号进行处理，该方法利用递归方式估计

未知源振幅，属于声学正问题。 本文提出一种基于粒

子滤波的波叠加方法（Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｆｉｌｔｅｒ ｂａｓｅｄ ＷＳＭ，ＰＦ－
ＷＳＭ），该方法以波叠加法为理论基础，建立状态空

间模型，利用粒子滤波算法从正向估计等效源强度和

位置，根据估计得到参数计算重建面声压值。 本文安

排如下：首先对 ＰＦ－ＷＳＭ 算法进行理论描述，再仿真

分析声源位置已知和未知两种情况的声场重建结果，
最后通过实验验证，证明了该方法的可行性。



１　 理论背景

１．１　 ＰＦ－ＷＳＭ 算法理论

传统波叠加法通过 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法求解

声学逆问题中的病态方程，获得准确的等效源强度，
故被称为 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化波叠加（ＴＲ－ＷＳＭ）算法。
与 ＴＲ－ＷＳＭ 算法反解源强相比，ＰＦ－ＷＳＭ 算法正

向估计源强，避免了求解逆问题的不适定性。
粒子滤波（Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｆｉｌｔｅｒ，ＰＦ）是一种基于蒙特

卡洛方法进行递推贝叶斯估计的滤波算法［１７－１８］。
通过采用一组具有相应权值的随机粒子估计状态的

前验分布，并通过观测值逼近状态的后验分布，再求

出这组粒子的加权求和作为状态的估计值。
在 ＰＦ－ＷＳＭ 算法中，用等效源强度和位置描述

系统状态，源强与传递矩阵计算的声压描述观测状

态，由此，状态空间模型表示为：
ｑｎ ＝ ｑｎ－１ ＋ ｖ１， （１）
ｓｎ ＝ ｓｎ－１ ＋ ｖ２， （２）

ｙｎ ＝ Ｇ ｓｎ( ) ｑｎ ＋ ｖ３ ． （３）
　 　 其中， ｑｎ 表示源强的系统状态矢量； ｓｎ 表示源

位置的系统状态矢量且不随递归变化； ｙｎ 表示观测

的声压矢量； ｎ 表示估计状态递归次数。 源强的系

统噪声和观测噪声服从均值为零、方差分别为 σ ２
１ 和

σ２
３ 的正态分布，即 ｖ１ ～ Ｎ ０，σ２

１( ) 和 ｖ３ ～ Ｎ ０，σ２
３( ) ；源

位 置 的 系 统 噪 声 服 从 均 匀 分 布， 即 ｖ２ ～
Ｕ － σ２，σ２( ) 。 Ｇ 表示等效源到全息面的传递矩阵。

第 ｉ 个粒子的权值更新方程表示为：

ｗｉ
ｎ ＝ ｗｉ

ｎ－１ｐ ｙｎ ｜ ｑｉ
ｎ，ｓｉｎ( )( ) ， （４）

　 　 研究可推得，似然函数 ｐ ｙｎ ｜ ｑｉ
ｎ，ｓｉｎ( )( ) 为：

ｐ ｙｎ ｜ ｑｉ
ｎ，ｓｉｎ( )( ) ＝ １

２πＭ２／ ２ ｄｅｔ Ｃ( ) １／ ２[ ]
ｅ
－ ｙ－ｙｎ[ ] ＨＣ－１ ｙ－ｙｎ[ ]

２ ．

（５）
其中， Ｃ 表示观测噪声 ｖ３ 的对角矩阵； ｙ 表示

测量声压的真实值； ｙｎ 表示粒子滤波估计值。
当经过一定次数的估计状态递归后，会存在粒

子退化问题，可通过重采样［１９］ 方法来解决。 该方法

是对后验概率密度的离散近似表示再进行一次采

样，繁殖权值较高的样本，淘汰权值较低的样本，重
新生成一个新样本集合，以克服样本权值退化问题。
１．２　 ＰＦ－ＷＳＭ 算法流程

粒子滤波的核心是利用优选随机粒子来实现状

态分布的估计，为更好地进行源强分布估计，给定粒

子初始状态分布为高斯分布，这是因为根据中心极

限定理，随着粒子数量的增加，大多数粒子均值变得

相似并越来越接近总体均值。 均值为 μ 和方差为

σ ２ 的高斯分布的概率密度函数为：

ｆ ｘ( ) ＝ １

２πσ２
ｅ
－ ｘ－μ( ) ２

２σ２ ， （６）

　 　 对于复数域的源强概率密度函数，式（７）可以

看作是一个联合概率密度函数的实部和虚部，即：
ｆ ｑｎ( ) ＝ ｆ（Ｒｅ（ｑｎ）） ｆ（Ｉｍ（ｑｎ）） ． （７）

　 　 利用 ＰＦ－ＷＳＭ 算法在 ２ 种情况下进行声场重

建对比，根据公式（１） ～ 公式（３）建立状态空间模

型。 对这 ２ 种情况可简述为：
（１）声源位置已知，其观测方程中声压值的变

化仅与粒子的源强有关。
（２）声源位置未知，声压值的变化依赖于粒子

的源强和源位置。
　 　 文中给出了 ＰＦ－ＷＳＭ 算法的流程如图 １ 所示。
具体过程如下：

开始

设置参数，粒子初始化

系统状态矢量预测

粒子权重更新并归一化

是否满足重采样条件？

重采样，得到新的权重分布

Y

计算系统状态估计值

N

n>N

输出系统状态估计值

声场重建

结束

Y

N

图 １　 ＰＦ－ＷＳＭ 算法流程图

Ｆｉｇ． １　 ＰＦ－ＷＳＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ

　 　 （１）粒子初始化：第一次递归时，从高斯分布

Ｎ μ，σ２( ) 中随机产生 Ｋ 个粒子 ｑｉ
ｎ ｉ ＝ １，２，…，Ｋ( ) ，

并平均分配权重。
（２）系统状态矢量预测：根据式（１） ～式（２）所

示的状态转移方程，计算粒子 ｑｉ
ｎ 在 ｎ ＋ １ 次递归的

预测粒子 ｑｉ
ｎ＋１， 服从一阶马尔可夫过程。

（３）粒子权重更新：利用式（３）计算 ｎ ＋ １ 次粒子

预测值对应的观测声压，同时计算观测声压与 ｎ ＋ １
次的实际测量声压之间的差值，根据差值更新每个粒

子的权重（式（４） ～式（５）），再将权重进行归一化。
（４）源强分布估计：利用当前递归次数中每个粒

子的权重 ｗｉ
ｎ＋１ 以及取值 ｑｉ

ｎ＋１， 估计系统状态矢量（源
强分布），计算公式为：
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ｑｎ＋１ ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ

ｎ＋１ｑｉ
ｎ， （８）

　 　 （５）重采样：为了快速有效地选择接近真实源

强分布的粒子，在进行下一次系统状态估计之前，需
要按照粒子的权重对粒子进行重采样。 重复上述步

骤，即可基于粒子滤波算法构建系统状态估计器，实
现源强分布估计。

（６）声场重建：根据上述构建的系统状态估计

器，得到合理的估计源强分布，利用源强与重建面之

间的传递矩阵求得重建声压：
Ｐｒ ＝ ＨＱ． （９）

　 　 其中， Ｈ 表示等效源面到重建面的传递矩阵，
Ｑ 表示 ＰＦ－ＷＳＭ 算法估计源强分布。

２　 数值仿真

２．１　 仿真设置

为验证 ＰＦ－ＷＳＭ 算法在声场重建中的可行性，
将其与 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化波叠加 （ＴＲ－ＷＳＭ）算法进

行比较。 单极子源的半径为 ０．０１ ｍ，表面脉动速度

为 ０．２ ｍ ／ ｓ，由 ２５ 个单极子声源组成的辐射声场布

置在 ｘｏｙ 面，以声源面中心为坐标原点 ｏ， 其法面方

向为 ｚ 轴，建立空间直角坐标系。 全息面平行于 ｘｏｙ
面，距坐标原点 ０．２ ｍ，在 ０．８×０．８ ｍ２的平面上均匀

布置 ２５ 个传声器，间距为 ０．２ ｍ。 重建面尺寸为 １×
１ ｍ２，网格间距为 ０．１ ｍ，距坐标原点 ０．０５ ｍ。 对全

息面的测量数据加上随机高斯白噪声，假设声场中

的信噪比为 ２０ ｄＢ。 设置递归次数 Ｎ 为 ９０ 次，粒子

数 Ｋ 为 １００ 个。
仿真过程中，相对误差的计算公式如下：

ｅｒｒ ＝
‖Ｐ － Ｐｒ‖２

２

‖Ｐ‖２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ × １００％． （１０）

２．２　 仿真分析

声源位置已知时，假设 ２５ 个单极子源均匀分布

在声源面上，如图 ２（ａ）所示，其源位置与全息面上传

声器位置在 ｘｏｙ 平面的俯视图上一一对应。 根据 １．２
节的算法流程计算出重建声压，图 ２（ｂ）比较了 １００ 个

粒子的 ＰＦ－ＷＳＭ 算法和 ＴＲ－ＷＳＭ 算法声压重建误差。
源位置均匀分布在网格点上，ＰＦ－ＷＳＭ 算法基于源强

为高斯分布的先验信息仅估计源强，与 ＴＲ－ＷＳＭ 算法

相比，ＰＦ－ＷＳＭ 算法在声压重建中误差较大。
　 　 声源准确位置已知的情况下，ＴＲ－ＷＳＭ 算法的

性能要优于 ＰＦ－ＷＳＭ 算法。 但在实际场景中，通常

无法预先知道声源的准确位置，对源位置假设不正

确，导致声场重建值偏离实际值，因此假设声源位置

已知是一种理想化的情况。 由此，假设源位置是未

知的，并且存在位置扰动，更符合真实情况。
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（ａ） 阵列平面分布　 　 　 　 　 　 （ｂ） 重建误差

　 （ａ）Ａｒｒａｙ ｐｌａｎｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　 　 　 （ｂ） Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ
图 ２　 声源位置已知的情况

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｕｎｄ ｓｏｕｒｃｅ ｉｓ ｋｎｏｗｎ

　 　 声源位置未知时，假设 ２５ 个单极子源分布在声

源面上存在扰动，源位置相对于传声器分布位置如

图 ３（ ａ）所示。 图 ３（ ｂ）是 ＰＦ－ＷＳＭ 算法和 ＴＲ－
ＷＳＭ 算法的重建误差对比。 在源位置未知且存在

扰动的情况下，ＰＦ－ＷＳＭ 算法同时估计源强和源位

置，基于源强服从高斯分布和源位置服从均匀分布

的先验信息，在不断递归之后，源位置越接近声源真

实位置，源强越接近真实源强，ＰＦ－ＷＳＭ 算法的声

场重建结果越接近真实辐射声场。 而 ＴＲ－ＷＳＭ 算

法在源位置未知的情况下，由于等效源配置不准确，
重建误差增大。 图 ３（ｂ）中 ＰＦ－ＷＳＭ 算法的重建误

差小于 ＴＲ－ＷＳＭ 算法，说明 ＰＦ－ＷＳＭ 算法在源强

和源位置均未知的情况下，估计效果更好，而 ＴＲ－
ＷＳＭ 算法在未知源位置时的重建效果较差，其应用

有一定局限性。 图 ４ 给出了 ２ 种算法在 １００ Ｈｚ 时

的声场重建效果对比，图 ４（ａ）为理论声压，图 ４（ｂ）
为 ＰＦ－ＷＳＭ 算法的重建声压，图 ４（ｃ）为 ＴＲ－ＷＳＭ
算法的重建声压。 由图 ４ 可以看出，ＰＦ－ＷＳＭ 算法

的声场重建效果更好，其热点最大值与理论声压相

同，说明粒子滤波可以较准确地估计出源强和源位

置，而 ＴＲ－ＷＳＭ 算法的热点最大值小于理论值，这
是因为不知道声源位置时，等效源配置不准确，影响

声场重建效果。
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　 　 　 　 　 （ａ） 阵列平面分布　 　 　 　 　 （ｂ） 重建误差

　 　 　 （ａ） Ａｒｒａｙ ｐｌａｎｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　 　 　 （ｂ） Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ
图 ３　 声源位置未知的情况
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ｏｆ ＰＦ－ＷＳＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ＴＲ－ＷＳＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
图 ４　 １００ Ｈｚ 的重建结果

Ｆｉｇ． ４　 １００ Ｈｚ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ

３　 实验验证

为进一步检验算法的可行性，在半消声室进行

实验验证。 实验设置如图 ５（ａ）所示。 半消声室尺

寸为 ９．８ ｍ×８．６ ｍ×３．５ ｍ，背景噪声为 １８ ｄＢ（Ａ），截
止频率为 １２５ Ｈｚ。 采用音箱模拟噪声源，频率为

３００ Ｈｚ，音箱纸盆中心位置为（０， ０， ０）。 以音箱纸

盆中心为坐标原点，音箱平面法向为 ｚ 轴建立空间

直角坐标系。 传声器阵列平面平行于声源面，阵列

中心距坐标原点 ０．６ ｍ，离地面高度为 １．２ ｍ。 传声

器阵列如图 ５（ｂ）所示，采用 ３６ 个传声器组成 ３ 个

同心圆的面阵列，３ 个同心圆半径分别为：０．０７ ｍ、
０．１８ ｍ、０．２５ ｍ。 重建面大小与传声器阵列面相同，
重建面距坐标原点 ０．０５ ｍ。 ＰＦ－ＷＳＭ 算法中，粒子

的先验信息是基于高斯分布，３６ 个虚源均匀分布在

０．２５ ｍ×０．２５ ｍ 的正方形平面上，间隔为 ０．０５ ｍ，距
坐标原点 － ０ ． ０１ｍ。将ＰＦ －ＷＳＭ算法和ＴＲ －ＷＳＭ

算法重建的声压与传声器测得的声压进行对比。 图

６ 为实验验证结果。 图 ６（ａ）为传声器阵列测得的

声压分布，图 ６（ｂ）和图 ６（ｃ）分别为 ＰＦ－ＷＳＭ 算法

和 ＴＲ－ＷＳＭ 算法重建的声压分布。 由式（１１）计算

ＰＦ－ＷＳＭ 算法和 ＴＲ－ＷＳＭ 算法重建误差，分别为

５．８９％和 １３．４３％，可以得出结果：ＰＦ－ＷＳＭ 算法的

重建效果优于 ＴＲ－ＷＳＭ 算法的重建效果。
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（ａ） 传声器阵列测得的声压分布　 　 （ｂ） ＰＦ－ＷＳＭ 算法重建的声压分布　 　 （ｃ） ＴＲ－ＷＳＭ 算法重建的声压分布

　 　 　 　 　 （ａ） Ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｍｅａｓｕｒｅｄ　 （ｂ） Ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　 　 　 （ｃ） Ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｂｙ ｍｉｃｒｏｐｈｏｎｅ ａｒｒａｙ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｂｙ ＰＦ－ＷＳＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂｙ ＴＲ－ＷＳＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 ６　 ３００ Ｈｚ 的重建结果

Ｆｉｇ． ６　 ３００ Ｈｚ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ

４　 结束语

本文提出一种基于粒子滤波的波叠加算法进行

声场重建。 该方法在源位置未知且随机的情况下，
能够有效利用参数的先验知识，通过粒子滤波估计

器，达到求解源强的效果。 特别是在声源位置未知
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且存在扰动的情况下，源位置是非高斯分布的，传统

波叠加法由于等效源配置不准确而声场重建效果不

好，ＰＦ－ＷＳＭ 算法则利用这一特点，可以更好地重

建声场。 ＰＦ－ＷＳＭ 算法不仅可以估计源强，还可以

估计源位置，甚至在源位置未知的情况下，估计性能

更好，即对源位置的估计越准确，重建的声压就越准

确。 另一方面，粒子数的增加直接影响估计状态向

量的精度，粒子数越多，估计状态越接近真实状态。
本文在权衡运算时间和估计精度之后，选择 １００ 个

粒子进行估计，若增加粒子数（如 １ ０００ 个粒子），估
计值将越接近真实值，但运算时间相应增加，后续可

采用改进粒子滤波算法进行优化，降低采样复杂度，
提升运算速度。
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