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基于 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 气动模型的机翼颤振计算与分析

李　 达， 杨　 慧， 胡志贤
（上海工程技术大学 航空运输学院， 上海 ２０１６２０）

摘　 要： 机翼颤振是指其在均匀气流中受到气体动力、惯性力和弹性力的耦合作用而发生的一种不衰减振动，严重降低了飞行器的

飞行安全。 本文基于 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 气动模型，通过 Ｕ－ｇ 法对机翼进行了颤振计算。 探究了不同机翼展弦比和空气密度对机翼颤振速

度的影响。 结果表明，机翼的展弦比增大后会降低机翼的颤振速度；而空气密度的大小与机翼颤振速度呈现负相关。
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０　 引　 言

下一代飞行器的机翼具有大展弦比和高空飞行

的特点，这使得气动弹性问题变得突出，为了保证其

能在极端环境下安全飞行，需要对机翼的颤振问题

进行研究与分析。 颤振是典型的气动弹性问题，是
弹性结构在均匀流体中受到流体动力、惯性力和弹

性力的耦合作用而发生的一种不衰减振动。 机翼的

颤振问题是飞行器系统中一个备受重视的问题，机
翼颤振问题具有复杂性和不可预知性，若飞行器的

机翼发生颤振，其带来的后果往往是毁灭性的［１］。
国外早期的大多数研究主要采用风洞实验方

法。 Ｇａｒｒｉｃｋ 推导得出俯仰沉浮翼型的推力和效率

计算公式［２］；Ｋａｕｆｍａｎｎ 证实了螺旋桨桨叶在临近失

速状态时会发生气动迟滞效应，颤振速度会急剧下

降［３］；１９３５ 年，Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 给出了二元翼型作简谐振

动下气动力的精确解，此研究具有里程碑意义［４］。
国内对气动弹性方面的研究工作起步较晚，胡海岩

等对飞机结构气动弹性动态问题作了综述，并给未

来气动弹性分析与控制方面的研究指明了方向［５］；
袁家信针对亚音速机翼气动弹性控制系统中的干

扰、时滞等问题进行了研究［６］。

针对机翼颤振问题，本文对影响颤振的相关因

素进行了研究。 首先基于 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 气动模型，利
用 Ｕ－ｇ 法对机翼进行颤振计算。 因为飞行器的发

展方向是高空飞行和机翼具有大展弦比，所以探究

了展弦比对机翼的颤振带来的影响。 同时研究了飞

行器高空飞行时空气密度的变化对颤振的影响。
１　 非定常气动力

两自由度机翼的简化力学模型如图 １ 所示。 机

翼半弦长为 ｂ； 弹性轴距离翼弦中心点的距离为

ａ·ｂ； ａ 为翼弦中点到弹性轴的距离占机翼半弦长

的比例； 弹性轴在翼弦中点前时， ａ ＜ ０；Ｕ¥ 为来流

速度。 图 １ 未展示的 ｙ 方向为展长方向，机翼的展

长为 ｌ。
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图 １　 机翼的简化力学模型

Ｆｉｇ． １　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｗｉｎｇ



　 　 受到均匀来流作用的二元机翼， 做简谐沉浮

（ｗ ＝ｗ－ ｅｉωｔ， 向下为正， ω 为角频率） 和俯仰 （ α ＝
α－ ｅｉωｔ， 迎风抬头为正）运动，则单位展长上受到的气

动升力 Ｌ （向上为正）和来流对弹性轴的俯仰力矩

力 Ｔα （迎风抬头为正）可由 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 非定常气动

力函数给出，如式（１）和式（２）：
Ｌ ＝ － πρ¥ｂ２ ｗ̈ ＋ Ｕ¥α

· － ｂａα̈[ ] －

　 　 　 ２πρ¥Ｕ¥ｂＣ ｋ( ) Ｕ¥α ＋ ｗ· ＋ ｂ １
２

－ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ α·é

ë
êê

ù

û
úú ．

（１）

Ｔα ＝ πρ¥ｂ２ ｂａｗ̈ － Ｕ¥ｂ
１
２

－ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ α· － ｂ２ １

８
＋ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ α̈é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 ２πρ¥Ｕ¥ｂ２
１
２

＋ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃ ｋ( ) Ｕ¥α ＋ ｗ· ＋ ｂ １

２
－ ａæ

è
ç

ö

ø
÷ α·é

ë
êê

ù

û
úú ．

（２）
式中， ρ¥ 为空气密度； Ｃ ｋ( ) 是 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 函数；其
具体表达式为式（３）和式（４）：

Ｃ ｋ( ) ＝
Ｈ（２）

１ ｋ( )

Ｈ（２）
１ ｋ( ) ＋ ｉ·Ｈ（２）

０ ｋ( )
＝ Ｆ ｋ( ) ＋ ｉ·Ｇ ｋ( ) ．

（３）

ｋ ＝ ωｂ
Ｕ¥

． （４）

　 　 ｋ 为折合频率， Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 函数为 ｋ 的一个复

函数。 在式（３）中， Ｈ（２）
ｘ ｋ( ) 是第二类 ｘ 阶汉克尔

（Ｈａｎｋｅｌ）函数。 汉克尔函数被定义为 Ｈ（２）
ｘ ＝ Ｊｘ －

ｉＹｘ，Ｊｘ 和 Ｙｘ 分别为第一类和第二类贝塞尔（Ｂｅｓｓｅｌ）
函数。 Ｃ ｋ( ) 的实部和虚部由公式（５）和公式（６）表
示：

Ｒｅ Ｃ Ｋ( )[ ] ＝ Ｆ ｋ( ) ＝
Ｊ１ Ｊ１ ＋ Ｙ０( ) ＋ Ｙ１ Ｙ１ － Ｊ０( )

Ｊ１ ＋ Ｙ０( ) ２ ＋ Ｙ１ － Ｊ０( ) ２ ，

（５）

Ｉｍ Ｃ Ｋ( )[ ] ＝ Ｇ ｋ( ) ＝ －
Ｙ１Ｙ０ ＋ Ｊ１Ｊ０

Ｊ１ ＋ Ｙ０( ) ２ ＋ Ｙ１ － Ｊ０( ) ２ ．

（６）
　 　 可以通过 Ｍａｔｌａｂ 来计算 Ｃ ｋ( ) ，得到 Ｃ ｋ( ) 函

数的实部和虚部随 ｋ 的变化情况，如图 ２ 所示。
　 　 根据拉格朗日方程的相关理论，可得非定常气

动力为式（７）：

Ｑ ＝ ∂ δＷ( )

∂ δｗ( )
＋ ∂ δＷ( )

∂ δα( )
，

δＷ ＝ ∫
ｌ

０

Ｌδｗ ＋ Ｔαδα( ) ｄｙ． （７）

　 　 当机翼发生颤振时，系统做简谐运动，式（８）：
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图 ２　 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 函数 Ｃ（ｋ）实部和虚部随折合频率 ｋ 的变化
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ｖａｒｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｋ
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ｗ－

α－
é

ë

ê
ê
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ú
ｅｉｗｔ ＝ ｕ－ ｅｉｗｔ ． （８）

　 　 其中， ｗ－ 和 α－ 分别为运动的幅值，分别将式（８）
对 ｔ 一阶求导和二阶求导可得式（９）和式（１０）：

ｕ· ＝
ｗ·

α·
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｕ－ ｉωｅｉωｔ， （９）

ｕ̈ ＝
ｗ̈

α̈

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ ｕ－ ｉω( ) ２ｅｉωｔ ＝ － ｕ－ω２ｅｉωｔ ． （１０）

　 　 将式（８） ～ （１０）代入式（１）和（２）整理可得式

（１１）：
Ｑ ＝ Ａ０ Ｑ０ｕ

－， （１１）

式中： Ａ０ ＝ １
２
ρ¥Ｕ２

¥， 为空气动压；

将式（４）带入 Ｑ０ 后可得表达式（１２）：
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Ｑ０ ＝

Ｃ ｋ( ) ｌ
０ － ４πｂ
０ ４πｂ２ ａ ＋ ０．５( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｉ ωｂ

Ｕ¥

ｌ
０ － ２πｂ
０ － ２πｂ２ ０．５ － ａ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

Ｃ ｋ( ) ｉ ωｂ
Ｕ¥

ｌ
－ ４π － ４πｂ ０．５ － ａ( )

４πｂ ａ ＋ ０．５( ) ４πｂ２ ａ ＋ ０．５( ) ０．５ － ａ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

ωｂ
Ｕ¥

æ

è
ç
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ø
÷

２

ｌ
２π － ２πｂａ

－ ２πｂａ ２πｂ２ １ ／ ８ ＋ ａ２( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， （１２）

　 　 Ｑ０ ＝ Ｃ ｋ( ) ｌ
０ － ４πｂ
０ ４πｂ２ ａ ＋ ０．５( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｉｋｌ

０ － ２πｂ
０ － ２πｂ２ ０．５ － ａ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

Ｃ ｋ( ) ｉｋｌ
－ ４π － ４πｂ ０．５ － ａ( )

４πｂ ａ ＋ ０．５( ) ４πｂ２ ａ ＋ ０．５( ) ０．５ － ａ( )

é
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ú
＋ ｋ２ ｌ
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é
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û
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２　 机翼动力学模型

已知受来流作用的二元机翼气动弹性方程

（１３）：

Ｍｕ̈ ＋ Ｋｕ ＝ １
２
ρ¥Ｕ¥ Ｑ０ｕ

－ ． （１３）

式中， Ｍ ＝
ｍ Ｓ
Ｓ Ｉα

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｋ ＝

ｋｗ ０
０ ｋα

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，ｍ 代表机翼的

质量； Ｓ 是机翼对弹性轴的质量静矩； Ｉα 为机翼对

弹性轴的转动惯量； ｋｗ 和 ｋα 分别为机翼的沉浮刚度

系数和俯仰刚度系数。
不考虑系统中阻尼时，利用 Ｕ－ｇ 法进行颤振计

算，对应的颤振方程（１４）：

Ｍ ｋ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １ ＋ ｉｇ
Ｕ２

¥

Ｋ ＋
ρ¥

２
Ｑ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｕ－ ＝ ０． （１４）

其中， ｇ 为引入的结构阻尼。
式（１４）的复特征值为式（１５）：

λ ＝ １ ＋ ｉｇ
Ｕ２

¥

＝ λＲｅ ＋ ｉλＩｍ ． （１５）

　 　 由此可得： ｇ ＝
λ Ｉｍ

λＲｅ
，Ｕ¥

＝ １
λＲｅ

．

用 Ｕ－ｇ 法做颤振分析的方法：
首先，给定来流密度 ρ¥， 再预先给定一组折合

频率 ｋ 的范围，取首个 ｋ 来计算式（１４）的复特征值，
根据公式（１５）和（１６）求得该 ｋ 值下的结构阻尼系

数 ｇ 和来流速度 Ｕ¥， 记为 ｇ，Ｕ¥
( ) ；

其次，按一定步长更换 ｋ 值，重复上面的步骤；
最终得到一组 ｇ，Ｕ¥

( ) ，将计算结果绘制成 Ｕ¥
－ｇ 曲

线。
若机翼的真实结构阻尼值 ｇ０ 与计算得到的 ｇ

值相等，则该 ｇ 值所对应的 Ｕ¥ 值被认为是机翼的

颤振临界速度。 当来流速度达到临界颤振速度时，
机翼就会发生颤振。

由于 ｇ０ 非常复杂，难以被确定，在使用 Ｕ－ｇ 法

的过程中，通常假设机翼的真实结构阻尼系数为 ０；
因此，当结果中某一特征值对应的 ｇ 值刚好等于 ０
时，其所对应的 Ｕ¥ 值正是机翼的临界颤振速度。
３　 颤振分析

通过 Ｍａｔｌａｂ 软件，利用 Ｕ－ｇ 法完成机翼的颤振

计算，机翼的结构参数见表 １。
表 １　 机翼的结构参数

Ｔａｂ． １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｗｉｎｇ

参数名称 数值

机翼半弦长 ｂ ＝ ０．１ ｍ

机翼质量 ｍ ＝ １．８５ ｋｇ

弹性轴位置 ａ ＝ － ０．５

机翼对弹性轴的质量静矩 Ｓ ＝ ０．０３０ ９ ／ Ｋｇｍ

机翼对弹性轴的转动惯量 Ｉα ＝ ３．１４２ × １０ －３ ／ Ｋｇｍ２

机翼的沉浮刚度系数 ｋｗ ＝ ２５４２ Ｎ ／ ｍ

俯仰刚度系数 ｋα ＝ ２．５１２ Ｎｍ ／ ｒａｄ

　 　 取机翼展长 ｌ ＝ ０．１ ～ ０．５ ｍ； 来流密度取 ρ¥
＝

１．２２５ ｋｇ ／ ｍ３。 得到的分析结果如图 ３ 所示。 ｇ ＝ ０
时对应的来流速度为颤振速度，具体数值见表 ２。
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图 ３　 不同机翼展长下的机翼颤振结果图

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｗｉｎｇ ｆｌｕｔｔｅｒ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｎｇ ｌｅｎｇｔｈｓ

　 　 可以看出，当来流速度趋近于 ０ 时，机翼不受气

动力的影响，虽然 ｇ 趋近于 ０，但此时没有发生颤
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振。 随着来流速度 Ｕ¥ 的增加，不同展长的机翼的纷

纷出现 ｇ ＝ ０ 的情况，此时对应的来流速度 Ｕ¥ 即为

此机翼发生颤振时的临界来流速度。 颤振随着机翼

展长的增加，颤振速度逐渐减少，这意味着大展弦比

的机翼更容易发生颤振。
表 ２　 不同机翼展长下的机翼颤振数据

Ｔａｂ． ２　 Ｗｉｎｇ ｆｌｕｔｔｅｒ ｄａｔａ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｎｇ ｌｅｎｇｔｈｓ

机翼展长 ／ ｍ 颤振速度 ／ （ｍ ／ ｓ）

０．１ ２７．８

０．２ １９．６

０．３ １５．６

０．４ １３．１

０．５ １１．５

　 　 取机翼展长 ｌ ＝ ０．５ｍ， 来流密度取 ρ¥
＝ １．２２５ ～

０．４ ｋｇ ／ ｍ３， 得到的分析结果如图 ４ 所示，颤振速度

数值见表 ３。 可以得出，来流密度越小，颤振速度越

大。 这说明在空气密度小的空中飞行时，机翼不容

易发生颤振。 空气密度与海拔和气温等因素相关，
在设计飞行器时应该注意空气密度对颤振的影响。
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图 ４　 不同来流密度下的机翼颤振结果图

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｗｉｎｇ ｆｌｕｔｔｅｒ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｆｌｏｗ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

表 ３　 不同来流密度下的机翼颤振数据

Ｔａｂ． ３　 Ｗｉｎｇ ｆｌｕｔｔｅｒ ｄａｔａ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｆｌｏｗ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

来流密度 ／ （ｋｇ ／ ｍ３） 颤振速度 ／ （ｍ ／ ｓ）

１．２２５ １１．５

１．０ １３．０

０．８ １４．８

０．６ １７．６

０．４ ２１．８

４　 结束语

针对下一代飞行器的机翼具有大展弦比和高空

飞行的特点，本文探究了展弦比和来流密度对机翼

的颤振带来的影响。 基于 Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ 气动模型，利
用 Ｕ－ｇ 法对机翼进行颤振分析。 结果表明，机翼的

颤振对展弦比和来流密度的取值较为敏感。 在飞行

器的设计过程中，应注意机翼的展弦比不能过大，并
充分考虑飞行器的飞行环境。
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术，设计了基于协同交互的车载定位系统。 车载定

位系统采用 ＭＳＰ４３０Ｆ１４９ 与 ＥＳＰ８２６６ 模块实现为智

能车辆在 ＧＰＳ 信号微弱或缺失环境下提供高精度

的定位服务，并实时监测道路拥堵信息，能够通过

ＧＳＭ 模块告知交通管理部门实时道路信息。 该设

计方案成本低，有效精度高，可以实现实时监控以及

远程数据通信，能够满足智能车辆对定位精度的要

求。
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