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摘　 要： 以一种具有空间三自由度 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 冗余并联机器人为研究对象，根据其结构特点通过封闭矢量法建立逆运动

学解析模型并得到雅可比矩阵；基于极限空间搜索法得到末端参考点的位置工作空间，并建立任务工作空间的承载能力评价

指标。 分别阐述固化角与工作空间和承载能力的关系，为固化角的优化提供方案，为其他并联机构的多目标优化设计提供借

鉴。
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０　 引　 言

与串联机器人相比，并联机器人具有承载能力

大、累计误差小、刚度高、结构紧凑等特点［１］。 国外

ＮｅｏｓＲｏｂｏｔｉｃ 公司基于 ３ＵＰＳ ／ ＵＰ 并联机构设计的

Ｔｒｉｃｅｐｔ［２］机器人，加工过程中其并联部分的 ＵＰ 支

链承受主要载荷，存在受载不均匀的缺点。 国内天

津大学研制的 ＴｒｉＶａｒｉａｎｔ［３］ 机器人并联部分为

２ＵＰＳ ／ ＵＰ 并联机构，其结构特点与 Ｔｒｉｃｅｐｔ 机器人

相似，但旋转关节更少，可以实现更高的刚度，而受

载不均匀的问题却未得到解决。 与 Ｔｒｉｃｅｐｔ 机器人

相比， 本文提出的 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 并联机器人在加

工过程中始终有 ２ 条支链同时抵抗负载、并且旋转

关节更少，因此该并联机构承载能力更强、刚度更

高。
并联机器人的运动学模型是机器人优化设计的

基础，在求解方法上可分为数值法和解析法两种。

其中，数值法是利用牛顿－拉弗森法［４－８］迭代得到非

线性方程组的解，具有通用性高的优点，但精度取决

于初始值，并且一般得不到全部解。 解析法是使用

代数公式法［９－１０］消去机构约束方程组的中间参数获

得高阶多项式，并进行求解，其特点是能够得到机构

的全部解并且精度高、求解速度快。 本文利用封闭

矢量法建立了逆运动学解析模型，为工作空间的搜

索奠定基础。
承载能力强是并联机器人最突出的优点，但缺

点却是工作空间较小，而工程实际则要求并联机器

人在满足任务工作空间的基础上要有较强的承载能

力［１１］。 为有 效 评 价 机 器 人 的 整 体 承 载 能 力，
ＧＯＳＳＥＬＩＮ 等人［１２］提出了全域性能评价指标来对三

自由度并联球面机构进行优化设计。 文献［１３－１４］
将广义力椭球的长径和短径看作该位姿处能承受广

义力的极大值和极小值，并将该极值在工作空间内

求均值作为全域性能评价指标。 上述方法均未考虑



工作空间边界是否发生奇异导致结果失真，因此在

求解时应去除奇异的边界值。 文献［１５］以 Ｓｔｅｗａｒｔ
并联机器人为例，将工作空间内规定的轨迹上机器

人所能承受的最大承载能力作为机器人的最大承载

能力，该方法对机器人承载能力的评价并不全面。
本文提出的承载能力评价指标定义在任务工作空间

内，克服了上述问题及不足，具有实际工程意义。
本文以 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 三自由度并联机构为研

究对象，运用封闭矢量法得到逆运动学解析模型和

雅可比矩阵，利用极限搜索法得到其工作空间；基于

任务工作空间定义该机器人的承载能力评价指标。
研究固化角对工作空间和承载能力的约束关系，用
来获得该机构在相同任务工作空间下的强承载能

力，为后期的多目标优化设计以及动力学分析奠定

基础。

１　 运动学分析

１．１　 构型描述

本文提出一种 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 冗余并联机器

人，如图 １ 所示。 由图 １ 可知，该并联机器人由动平

台、定平台和 ４ 条支链组成。 其中，动平台和定平台

呈等边三角形，４ 条支链中的第 １ 条和第 ３ 条为

ＵＰＲ 支链，上端通过转动副与动平台连接，下端通

过虎克铰与定平台连接；第 ２ 条支链为 ＵＰＳ 支链，
上端通过球副与动平台连接，下端通过虎克铰与定

平台连接；第 ４ 条支链为 ＵＰ 恰约束被动支链，上端

与动平台固结，固化角为 δ， 下端通过虎克铰与定平

台连接。
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图 １　 并联机器人坐标系简图
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　 　 在动平台和定平台分别建立基坐标系 ｛Ａ｝ －
ｘＡｙＡｚＡ 和动坐标系 ｛Ｂ｝ － ｘＢｙＢｚＢ， 定平台坐标系的

ｘＡ 轴平行于 Ａ１Ａ３，ｚＡ 轴垂直于定平台所确定的平面，
动平台坐标系的 ｘＢ 轴平行于 Ｂ１Ｂ３，ｚＢ 轴垂直于动平

台所确定的平面，坐标系 ｛Ｃ｝ － ｘＣｙＣｚＣ 的姿态与坐

标系｛Ｂ｝ 相同，其原点位于动平台中心。
１．２　 运动学逆解建模

坐标系｛Ｂ｝ 通过坐标系｛Ａ｝ 先平移、后旋转 ２
次得到，因此定义Ａ

ＢＴ为沿基坐标系｛Ａ｝ 的ＺＡ 轴移动

λ，绕基坐标系｛Ａ｝ 的 ＹＡ 轴旋转 γ，绕基坐标系｛Ａ｝
的 ＸＡ 轴旋转 φ。 此处需用到的数学公式可写为：

Ａ
ＢＴ ＝ Ｒｏｔ（ｘ，φ）Ｒｏｔ（ｙ，γ）Ｔｒａｎ（ ｚ，λ） （１）

　 　 由于坐标系 ｛Ｃ｝ 和坐标系｛Ｂ｝ 之间仅存在平

移关系可得：
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　 　 由齐次变换矩阵的意义可知 ＡＣ 与 Ｃ 点在基坐

标系｛Ａ｝ 中的位置矢量ｒＣ ＝
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　 　 通过公式（１） ～ （３）得到动平台与定平台之间

的齐次变换矩阵 Ａ
ＣＴ。

基于闭环矢量法建立如下关系：
ＡＣ ＝ ａｉ ＋ ｌｉ ｌｉ － ｂｉ 　 ｉ ＝ １，２，３ （４）

　 　 其中， ＡＣ 表示 Ｃ 点的位置矢量； ｌｉ 和 ｌｉ 分别表

示第 ｉ 根支链的杆长和其单位向量； ａｉ 是 Ａｉ 点在基

坐标系 ｛Ａ｝ 中的位置矢量； ｂｉ 是 Ｂ ｉ 点在基坐标系

｛Ａ｝ 中的位置矢量。
对式（４）等式两端分别取模，求得第 ｉ 根支链的

杆长和其单位向量为：
ｌｉ ＝ ‖ ＡＣ ＋ ｂｉ － ａｉ‖ （５）

ｌｉ ＝
ＡＣ ＋ ｂｉ － ａｉ

‖ ＡＣ ＋ ｂｉ － ａｉ‖
（６）

１．３　 速度分析

对逆运动学解析表达式（５）的两边同时求全微

分，即：
Ｎｌｉ ＝ Ｍｖ （７）

其中， ｌｉ ＝ ［ ｌ
·

１ 　 ｌ
·

２ 　 ｌ
·

３］ Ｔ， ｖ ＝ ［λ·　 γ·　 φ·］ Ｔ。
这里的 Ｍ，Ｎ 经过整理后可得：
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　 　 其中， Ｊ 为 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ 并联机构的速度雅可比

矩阵， Ｊ ＝ Ｎ －１Ｍ。 此处 Ｊ 的第一行为线速度雅克比

矩阵，后两行为角速度雅可比矩阵。

２　 工作空间分析

２．１　 工作空间求解

２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 是 ２Ｒ１Ｔ 少自由度并联机器人，
受到杆件干涉以及运动副转角的限制，该并联机器

人不存在灵巧工作空间，因此以动平台中心为参考

点搜索机器人的可达工作空间。
根据机器人实际应用需求，规定各运动支链的

伸缩长度范围为：
８００ ｍｍ ≤ ｌｉ ≤ １ ４００ ｍｍ（ ｉ ＝ １，２，３，４） （９）

　 　 通过向量的内积定义各铰链的转角，定平台上

虎克铰 Ｕ 绕 ｘＡ 的转角表示为：
ϕＡｉ ＝ ａｒｃｃｏｓ（［ｌｉ，ａ２］ ／‖ ｌｉ‖‖ ａ２‖）， ｉ ＝ １，２，３，４

（１０）
虎克铰 Ｕ 绕 ｙＡ 的转角表示为：

χ
Ａｉ ＝ ａｒｃｃｏｓ（［ｌｉ，ａ１］ ／‖ ｌｉ‖‖ ａ１‖）， ｉ ＝ １，２，３，４

（１１）
以动平台中心点 Ｃ 为参考点，采用极限搜索法

对 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 并联机构的工作空间进行搜索。
其原理为： 根据并联机器人的尺寸参数，确定一个

能够包括机器人可能工作空间的范围；设定搜索初

值，在 Ｚ 轴的某一截面上搜索满足约束条件的 Ｘ，Ｙ
值；设置步长来改变坐标轴的 Ｚ 值，使其逐渐增大、
直到搜索了 Ｚ 轴最大值和最小值之间所有的截面

后，满足限制条件的点集即为该机构的可达工作空

间。
　 　 根据表 １ 中机器人的初始参数逐层进行搜索

后，得到工作空间如图 ２ 所示。
表 １　 几何参数

Ｔａｂ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 ａ ／ ｍｍ ｂ ／ ｍｍ ｌｉ ／ ｍｍ δ ／ （°）

初始值 ３２０ 　 ３ ３２０ ／ 　 ３ ８００ ９０
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图 ２　 并联机器人工作空间图
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２．２　 固化角对工作空间影响的分析

由图 １ 可以看到，固化角度 δ为 ＵＰ 支链与动平

台的夹角，其大小会影响机构的初始位置和工作空

间。 为满足任务工作空间的设计需求，针对固化角

度对工作空间的影响趋势进行研究。 保证动、定平

台的尺寸参数不变，分析固化角度对工作空间大小

和形状的影响。
固化角度 δ 的初始值为 ９０°，固化角度以增量

５°变化至 １１５°得到工作空间如图 ３ 所示。 根据实际

加工要求，该并联机构任务工作空间为不小于

ϕ９００∗２００ 的圆柱体，摆放形式为圆柱底面与动平

台所在平面平行。 工作空间大小与固化角大小的变

化规律如图 ４ 所示。
　 　 由图 ４ 可知，任务工作空间与固化角的关系为

开口向下的抛物线，固化角为 １００°任务工作空间的

体积最大，并且满足工程设计需求。
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图 ３　 δ 以增量 ５°变化后的工作空间
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图 ４　 工作空间与固化角的关系
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３　 承载能力求解与分析

３．１　 承载能力

并联机构的承载能力决定输出构件所能承受的

最大外载荷［１６］，设机器人输出的广义力矢量为 Ｆ，
则：０

Ｆ ＝ Ｇｆ （１２）
　 　 其中， Ｇ 为机器人的力雅可比矩阵， ｆ 表示输入

广义力矢量。
根据机构力雅可比和速度雅可比的关系可知：

Ｇ ＝ ＪＴ （１３）
　 　 由式（１２）可知， ｆ 取极值时对映的 Ｆ 反映了并

联机构的承载能力，为具有通用性，机器人的承载能

力评价指标定义为：在约束条件 ‖ｆ‖ ＝ １ 时，执行

器末端输出广义力矢量 Ｆ 模的极值，根据拉格朗日

乘子法，构造拉格朗日方程：
Ｌ ＝ ｆ ＴＧＴＧｆ － λ（ ｆ Ｔｆ － １） （１４）

　 　 对方程（１４）求偏导，得到极值点为：
ＧＴＧｆ － λｆ ＝ ０
ｆＴｆ － １ ＝ ０ （１５）

　 　 根据观察可知， λ 即为矩阵 ＧＴＧ 的特征值，广
义力矢量 Ｆ 的模表示为：

‖Ｆ‖ ＝ ＦＴＦ ＝ ｆ ＴＧＴＧｆ ＝ λ （１６）
　 　 因此承载能力极值为可由力雅可比矩阵的最

大、最小奇异值表示，即：

ＩＬＣＰ（Ｆｍｉｎ） ＝ λＦｍａｘ（ＧＴＧ） ＝ σｍａｘ（Ｇ）

ＩＬＣＰ（Ｆｍｉｎ） ＝ λＦｍｉｎ（ＧＴＧ） ＝ σｍｉｎ（Ｇ）
（１７）

　 　 其中， ＩＬＣＰ（Ｆｍａｘ） 和 ＩＬＣＰ（Ｆｍｉｎ） 分别为某位姿下

并联机器人的极大和极小承载能力，其值越大，机构

的承载能力越好。
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定义运动学传递性能评价指标 η 为雅可比矩

阵的最大奇异值与最小奇异值的比值：
η ＝ σｍａｘ ／ σｍｉｎ （１８）

　 　 当 η ＝ １ 时，机器人处于各向同性，其传递性能

最佳。 由于并联机器人工作空间内不同点的承载能

力不同，同时工作空间的边界点易发生奇异，影响评

价指标的可靠性，因此将机器人基于任务工作空间

的承载能力平均值定义为局域承载能力指标

ＩＧＣＰ（Ｆｍａｘ）， ＩＧＣＰ（Ｆｍｉｎ）。 研究推得的数学公式可写

作如下形式：

ＩＧＣＰ（Ｆｍａｘ） ＝
∫
Ｗ

σｍａｘ（Ｇ）ｄｗ

∫
Ｗ

ｄｗ

ＩＧＣＰ（Ｆｍｉｎ） ＝
∫
Ｗ

σｍａｘ（Ｇ）ｄｗ

∫
Ｗ

ｄｗ

（１９）

　 　 其中， ｗ 表示某一位姿， Ｗ 表示任务工作空间。
３．２　 固化角对承载能力影响的分析

固化角的改变会引起机构雅克比矩阵发生变

化，从而对承载能力产生影响。 为得到具有较好承

载能力的初始位置，将固化角度从 ９０°以增量 ５°的
大小变化至 １１５°，同时记录局域承载能力极小值和

η， 并绘制成曲线分别如图 ５、图 ６ 所示。
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图 ５　 局域承载能力极小值与固化角的关系
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　 　 从图 ５ 可以看出，局域承载能力指标和固化角

度是近似正相关；从图 ６ 可以看出，随着固化角 δ 增

大， η 先增大后减小。
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图 ６　 运动学传递性能与固化角的关系
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４　 承载能力和工作空间的性能优化

优化固化角的大小可使机构满足任务工作空间

以及具备强承载能力，因此同时分析固化角对工作

空间和承载能力变化曲线，如图 ７ 所示。
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图 ７　 承载能力和工作空间与固化角的关系

Ｆｉｇ． ７ 　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｇｌｏｂａｌ ｂｅａｒｉｎｇ ｃａｐａｃｉｔｙ， ｗｏｒｋｓｐａｃｅ
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　 　 由图 ７ 可知，２ 条变化曲线的交点为保证机构

具备强承载能力和大工作空间的最优解，所对应固

化角度为 δ ＝ １１１°。 以此固化角设计机构的初始位

置， η 值更小，能够更好地抵抗各方向的负载。
　 　 以固化角 δ ＝ １１１° 和 δ ＝ ９０° 分别设计机构初始

位置，工作空间和承载能力的对比见表 ２。 由表 ２
可知，优化后工作空间体积提高 １．４％，承载能力提

高 ６．４％，对重载机器人优化发挥着重要作用。
表 ２　 优化前后性能对比

Ｔａｂ． ２　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

δ
目标

空间体积 ／ ｍ３ 任务空间体积 ／ ｍ３ 承载能力

９０° ０．４３５ ０．１２７ １ ３．２６

１１１° ０．４４７ ０．１２７ ２ ３．４７
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５　 结束语

本文以 ２ＵＰＲ ／ ＵＰＳ ／ ＵＰ 三自由度并联机器人为

研究对象，建立了逆运动学解析模型，通过空间极限

搜索法得到并联机器人的工作空间；并定义了基于

任务工作空间的承载能力评价指标，基于固化角与

工作空间和承载能力的变化趋势，对固化角进行优

化设计；优化结果表明在固化角为 １１１°时并联机器

人具备大工作空间和强承载能力；此固化角下的机

器人性能与固化角为 ９０°时相比，工作空间体积提

高 １．４％，承载能力提高 ６．４％。 本文提出的对机器

人工作空间和承载能力的优化思路可为其它并联机

器人的优化设计提供参考。
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　 　 本项目中使用深度学习优化损失函数，最小化

自我预测的价值和自我对弈胜者之间的误差，并最

大化神经网络的走子概率和搜索概率，令博弈程序

通过自我对弈学习博弈知识，得到了自我强化，优化

了评估函数。

５　 结束语

针对不围棋本身的博弈特点，本文给出了基于

ＡｌｐｈａＺｅｒｏ 的不围棋博弈系统，详细介绍了算法的训

练过程。 在与开源软件 ＯＡＳＥ－ＮｏＧｏ 的多次对弈实

验中，本文算法取得了 ９０％以上的胜率，证明了本

文算法的可行性和有效性。
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