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性能曲线仿真检验方法
傅惠民， 文歆磊
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摘　 要： 性能曲线是衡量产品质量和可靠性的重要指标，随着数字化设计和智能制造的快速发展，对基于数字化的产品性能

曲线仿真需求越来越迫切，但是产品性能曲线仿真的可信性问题一直困扰着人们。 本文提出一种性能曲线仿真检验方法，分
别给出正态分布情况下性能曲线特征参数均值和协方差的仿真拒绝域，并针对非正态分布甚至分布形式未知的情况，建立性

能曲线两步仿真检验法。 该方法通过分析性能曲线仿真结果与试验结果之间的误差是由仿真不正确引起的系统误差，还是

由其分散性引起的偶然误差，进而判断性能曲线仿真正确与否。 大量计算表明，该方法计算简单，便于工程应用。
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０　 引　 言

随着数字化设计和智能制造的发展，仿真的应用

已越来越广泛，基于数字化的产品性能曲线仿真也成

为当前研究热点［１－２］。 但是，仿真系统是否正确可信

一直困扰着人们，如何对仿真系统进行校核、验证和确

认（Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ， Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｃｃｒｅｄｉｔａｔｉｏｎ， ＶＶ＆Ａ）
至关重要［３－４］。 在整个 ＶＶ＆Ａ 过程中，最关键的环

节是通过建立科学合理的检验方法，判断仿真系统

与实际系统是否一致。 为此，文献［５－７］提出静态

仿真结果检验和分析方法，文献［８－１０］提出动态一

致性仿真检验方法。 本文进一步建立一种性能曲线

仿真检验方法，通过性能曲线的特征参数是否被正

确仿真进行检验，分别给出了正态分布和非正态分

布的仿真拒绝域，从而能够对仿真结果与试验结果

之间的误差进行分析，确定该误差是系统误差还是

偶然误差，进而判断仿真是否正确。 大量工程实例

计算和 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟验证表明，本文方法能实现

性能曲线小样本仿真检验，很好地解决了上述问题。

１　 线性性能曲线仿真检验方法

大量工程实践表明，许多性能曲线表现为线性

过程，或者经过适当变换后呈现出线性形式［１１］，即
可表示为：

ｙ ＝ Ａ ＋ Ｂｘ， （１）
式中， Ａ 和 Ｂ 是待定参数，均为随机变量。 令 Ｚ ＝
Ａ，Ｂ( ) Ｔ， 则 Ｚ 为二元随机变量，其均值和协方差分

别为：



Ｅ Ｚ( ) ＝ Ｅ Ａ，Ｂ( ) Ｔ[ ] ＝ μ， （２）
Ｖａｒ Ｚ( ) ＝ Ｖａｒ Ａ，Ｂ( ) Ｔ[ ] ＝ Σ ． （３）

　 　 设 Ｚ ＝ Ａ，Ｂ( ) Ｔ 的仿真结果 Ｚ′ ＝ Ａ′，Ｂ′( ) Ｔ 的均

值和协方差分别为：
Ｅ Ｚ′( ) ＝ Ｅ Ａ′，Ｂ′( ) Ｔ[ ] ＝ μ ′， （４）

Ｖａｒ Ｚ′( ) ＝ Ｖａｒ Ａ′，Ｂ′( ) Ｔ[ ] ＝ Σ ′， （５）
若仿真结果正确，有：

μ ′ ＝ μ， （６）
Σ ′ ＝ Σ ． （７）

１．１　 正态分布情况

当 Ｚ ＝ Ａ，Ｂ( ) Ｔ 及其仿真结果 Ｚ′ ＝ Ａ′，Ｂ′( ) Ｔ 均

服从多元正态分布时，为了检验仿真结果 μ ′ 和 Σ ′

是否满足式（６）和式（７），对 ｎ 个试样开展相互独立

的试验， 得到 ｎ 个实测曲线特征参数值 Ｚ１ ＝
ａ１，ｂ１( ) Ｔ， Ｚ２ ＝ ａ２，ｂ２( ) Ｔ，…，Ｚｎ ＝ ａｎ，ｂｎ( ) Ｔ。 同时，

基于仿真得到 ｍ 个仿真曲线特征参数值 Ｚ′
１ ＝

ａ′
１，ｂ′

１( ) Ｔ，Ｚ′
２ ＝ ａ′

２，ｂ′
２( ) Ｔ，…，Ｚ′

ｍ ＝ ａ′
ｍ，ｂ′

ｍ( ) Ｔ。
１．１．１　 均值向量仿真结果检验

当协方差阵仿真正确时，有 Σ ′ ＝ Σ，则协方差阵

的最佳无偏估计为：

Ｓ ＝
（ｎ － １）Ｓ１ ＋ （ｍ － １）Ｓ２

ｍ ＋ ｎ － ２
， （８）

式中：

Ｚ
－
＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｚ ｉ， （９）

Ｚ
－
′ ＝ １

ｍ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ｚ′

ｉ， （１０）

Ｓ１ ＝ １
ｎ － １∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｚ ｉ － Ｚ

－
( ) Ｚ ｉ － Ｚ

－
( ) Ｔ， （１１）

Ｓ２ ＝ １
ｍ － １∑

ｍ

ｉ ＝ １
Ｚ′

ｉ － Ｚ
－
′( ) Ｚ′

ｉ － Ｚ
－
′( ) Ｔ， （１２）

当 ｎ ＝ １ 时，令式（１１）中的 Ｓ１ ＝ ０。
计算统计量 Ｔ：

Ｔ ＝ ｍｎ
ｍ ＋ ｎ

Ｚ
－
－ Ｚ

－
′( ) ＴＳ －１ Ｚ

－
－ Ｚ

－
′( ) ， （１３）

则根据多元统计分析理论［１２］可以证明，在显著性水

平 α 下，式（６）的拒绝域为：

Ｔ ≥ ｋ（ｍ ＋ ｎ － ２）
ｍ ＋ ｎ － ｋ － １

Ｆα（ｋ，ｍ ＋ ｎ － ｋ － １） ． （１４）

　 　 由于 Ｚ 为二元随机变量，所以 ｋ ＝ ２。 当式

（１４）成立时，可以断定性能曲线特征参数的均值向

量未能正确仿真，即拒绝式（６）。
１．１．２　 协方差阵仿真结果检验

为检验性能曲线特征参数的协方差阵是否被正

确仿真，构造如下检验统计量：
Ｍ ＝ （ｍ ＋ ｎ － ２）ｌｎ Ｓ －
（ｎ － １）ｌｎ Ｓ１ － （ｍ － １）ｌｎ Ｓ２

， （１５）

式中， Ｓ，Ｓ１ 和 Ｓ２ 仍由式（８） ～式（１２）计算， ｎ≥２。
根据多元统计分析理论［１２］ 可以证明，当式（７）

成立时，统计量 Ｍ 近似服从
χ ２ ｋ（ｋ ＋ １） ／ ２[ ]

１ － ｄ１( )
分布，

其中：

　 ｄ１ ＝

２ｋ２ ＋ ３ｋ － １
６（ｋ ＋ １）

１
ｍ － １

＋ １
ｎ － １

－ １
ｍ ＋ ｎ － ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 　 ｍ ≠ ｎ
２ｋ２ ＋ ３ｋ － １

４（ｋ ＋ １）（ｍ ＋ ｎ － １）
　 ｍ ＝ ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

．

（１６）
因此，在显著性水平 α 下，式（７）的拒绝域为：

Ｍ ≥
χ２
α ｋ（ｋ ＋ １） ／ ２[ ]

１ － ｄ１( )
． （１７）

　 　 当式（１７）成立时，可以断定性能曲线特征参数

的协方差阵未能正确仿真，即拒绝式（７）。
１．２　 非正态分布情况

在实际应用中，经常遇到 Ｚ ＝ Ａ，Ｂ( ) Ｔ 及其仿真

结果 Ｚ′ ＝ Ａ′，Ｂ′( ) Ｔ 不为正态分布甚至分布形式未

知的情况，此时不能按照 １．１ 节方法对仿真结果进

行检验。 设 μ 和 Σ 分别为实测曲线特征参数的均

值向量和协方差阵， μ ′ 和 Σ ′ 分别为仿真曲线特征

参数的均值向量和协方差阵。 若仿真正确，仍有式

（６） 和式 （ ７） 成立。 由于 Ｚ ＝ Ａ，Ｂ( ) Ｔ 和 Ｚ′ ＝
Ａ′，Ｂ′( ) Ｔ 为非正态分布，所以检验统计量的分布形

式未知，需按照下面给出的两步仿真法进行检验。
１．２．１　 均值向量仿真结果两步仿真检验

在性能曲线特征参数的协方差阵仿真正确的条

件下，首先给出均值向量仿真结果检验的两步仿真

法，具体步骤如下：
（１）根据 ｎ 个实测曲线特征参数值，由式（９）和

式（１１）计算实测样本的均值 Ｚ
－
和协方差阵 Ｓ１。

（２）开展第一步仿真，得到 ｍ 个仿真曲线特征

参数值，由式（１０）和式（１２）分别计算仿真结果的均

值 Ｚ
－
′ 和协方差阵 Ｓ２。

（３）由式（８）计算组合协方差阵 Ｓ，再将Ｚ
－
，Ｚ

－
′ 和

Ｓ 代入式（１３）计算检验统计量 Ｔ。
（４）进行第二步仿真，得到 ｎ 个仿真曲线特征

参数值 Ｚ∗
１ ＝ ａ∗

１ ，ｂ∗
１( ) Ｔ， Ｚ∗

２ ＝ ａ∗
２ ，ｂ∗

２( ) Ｔ，…， Ｚ∗
ｎ ＝

ａ∗
ｎ ，ｂ∗

ｎ( ) Ｔ。
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（５）由下式计算检验统计量 Ｔ∗

Ｔ∗ ＝ ｍｎ
ｍ ＋ ｎ

Ｚ
－
∗ － Ｚ

－
′( ) Ｔ Ｓ∗( ) －１ Ｚ

－
∗ － Ｚ

－
′( ) ，

（１８）
式中：

Ｚ
－
∗ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｚ∗

ｉ ， （１９）

Ｓ∗
１ ＝ １

ｎ － １∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｚ∗

ｉ － Ｚ
－
∗( ) Ｚ∗

ｉ － Ｚ
－
∗( ) Ｔ， （２０）

Ｓ∗ ＝
（ｎ － １）Ｓ∗

１ ＋ （ｍ － １）Ｓ２

ｍ ＋ ｎ － ２
， （２１）

当 ｎ ＝ １ 时，令式（２０）中的 Ｓ∗
１ ＝ ０。

（６）比较 Ｔ∗ 和 Ｔ 的大小，观察下式是否成立

Ｔ∗ ≥ Ｔ． （２２）
　 　 （７）重复步骤（４） ～步骤（６）。 设共重复 Ｎｆ 次，
其中满足式（２２）的有 ｎｆ 次。 对于给定的显著性水

平 α， 若

α∗
ｆ ＝ ｎｆ ／ Ｎｆ ≤ α （２３）

成立，则可以断定性能曲线特征参数的均值向量未

能正确仿真，即拒绝式（６）。
１．２．２　 协方差阵仿真结果两步仿真检验

采用两步仿真法对协方差阵仿真结果进行检验

的具体步骤如下：
（１）根据 ｎ个（ｎ≥２） 实测曲线特征参数值， 由

式（１１）计算出实测结果的协方差阵 Ｓ１。
（２）开展第一步仿真，得到 ｍ 个仿真曲线特征

参数值，由式（１２）计算出仿真结果的协方差阵 Ｓ２。
（３）由式（８）计算组合协方差阵 Ｓ， 再将 Ｓ，Ｓ１

和 Ｓ２ 代入式（１５）计算检验统计量 Ｍ。
（４）进行第二步仿真，得到 ｎ 个仿真曲线特征

参数值 Ｚ∗
１ ＝ ａ∗

１ ，ｂ∗
１( ) Ｔ，Ｚ∗

２ ＝ ａ∗
２ ，ｂ∗

２( ) Ｔ，…，Ｚ∗
ｎ ＝

ａ∗
ｎ ，ｂ∗

ｎ( ) Ｔ。
（５）由下式计算检验统计量 Ｍ∗

Ｍ∗ ＝ （ｍ ＋ ｎ － ２）ｌｎ Ｓ∗ －
（ｎ － １）ｌｎ Ｓ∗

１ － （ｍ － １）ｌｎ Ｓ２

， （２４）

式中， Ｓ∗
１ 和 Ｓ∗ 仍由式（１９） ～式（２１）计算。

（６）比较 Ｍ∗ 和 Ｍ 的大小，观察下式是否成立

Ｍ∗ ≥ Ｍ． （２５）
　 　 （７）重复步骤（４） ～步骤（６）。 设共重复 Ｎｆ 次，
其中满足式（２５）的有 ｎｆ 次。 对于给定的显著性水

平 α， 若

α∗
ｆ ＝ ｎｆ ／ Ｎｆ ≤ α （２６）

成立，则可以断定性能曲线特征参数的协方差阵未

能正确仿真，即拒绝式（７）。

２　 其它形式性能曲线仿真检验方法

２．１　 多阶段线性性能曲线仿真检验方法

除线性性能曲线外，工程中还存在大量含拐点

的线性性能曲线，这类性能曲线有如下特点：
（１）在不同阶段变化规律各异，呈现出分段函

数的形式；
（２）在各阶段表现为线性过程，或者经过适当

变换后具有良好的线性形式。 如应力松弛曲线［１３］、
裂纹扩展曲线［１４］等。

对于这类性能曲线，除各段直线的截距和斜率

外，还应关注相邻两阶段间拐点的位置是否仿真正

确。 以双阶段线性性能曲线为例，其变化规律可表

示为：

ｙ ＝
Ａ１ ＋ Ｂ１ｘ　 ｘ ＜ Ｘ０

Ａ２ ＋ Ｂ２ｘ　 ｘ ≥ Ｘ０
{ ， （２７）

曲线的特征参数向量记作 Ｚ ＝ （Ａ１，Ｂ１，Ｘ０， Ａ２，
Ｂ２） Ｔ， 为五元随机变量，此时 ｋ ＝ ５。 若只关注曲线

的某一阶段，则需要检验的特征参数向量为 Ｚ ＝
（Ａｉ，Ｂ ｉ，Ｘ０） Ｔ， ｉ ＝ １ 或 ２，此时 ｋ ＝ ３。 仿真结果的检

验方法与第 １ 节所述方法相同，把相应的 ｋ 值代入

各式即可。
２．２　 一般性能曲线仿真检验方法

一般的性能曲线可记作：
ｙ ＝ ｆ ｘ ｜ Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ( ) ， （２８）

其特征参数向量记作 Ｚ ＝ Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ( ) Ｔ， 为 ｋ 元

随机变量。 仿真结果的检验方法与第 １ 节所述方法

相同。

３　 工程算例

橡胶构件是工程上常用的密封件，在贮存和使

用过程中发生老化、进而导致密封性能丧失是其关

键失效模式。 描述橡胶老化的性能指标通常为压缩

永久变形 １ － Ｃ ｔ， 大量研究表明，变换后的老化性能

指标 ｙ ＝ ｌｎ － ｌｎ １ － Ｃ ｔ( )[ ] 和对数时间 ｘ ＝ ｌｎｔ 满足

线性函数关系［１５］。 图 １ 给出了某丁腈硫化橡胶在

１００ ℃下的压缩永久变形试验数据［１６］ 及其实测老

化曲线。
　 　 由于橡胶老化可变换为线性过程，因此，可以用

截距和斜率两个特征参数，即用随机变量 Ｚ ＝
（Ａ，Ｂ） Ｔ 描述性能曲线的变化规律，且服从二元正态

分布。 其实测特征参数列见表 １，相应的 １０ 次仿真
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结果列见表 ２。
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图 １　 某丁腈硫化橡胶实测老化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｍｅａｓｕｒｅｄ ａｇｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｖｕｌｃａｎｉｚｅｄ ｎｉｔｒｉｌｅ ｒｕｂｂｅｒ

表 １　 实测老化曲线的特征参数

Ｔａｂ． １　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｄ ａｇｉｎｇ ｃｕｒｖｅ

ｉ ａｉ ｂｉ ／ １０－１

１ －１．４３７ ５．５５４

表 ２　 仿真老化曲线的特征参数

Ｔａｂ． ２　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ａｇｉｎｇ ｃｕｒｖｅ

ｉ ａ′
ｉ ｂ′ｉ ／ １０－１

１ －１．３３６ ５．８１９

２ －１．６１８ ６．４６７
３ －１．３２９ ４．４２１
４ －１．１９２ ５．９８１
５ －１．３６４ ５．７０９
６ －１．２８１ ４．８９６
７ －１．３２８ ５．３３３
８ －１．４８３ ５．７２１
９ －１．３９３ ７．３３９
１０ －１．５５５ ６．９３５

　 　 采用本文方法检验该丁腈硫化橡胶老化性能曲

线仿真结果是否正确，将 ｋ ＝ ２，ｎ ＝ １，ｍ ＝ １０ 及表 １
和表 ２ 中的结果代入式（８） ～式（１２），求得

Ｚ
－
＝ － １．４３７，０．５５５ ４( ) Ｔ

Ｚ
－
′ ＝ － １．３８８，０．５８６ ２( ) Ｔ

Ｓ ＝
０．０１６ ７ － ０．００５ ７
－ ０．００５ ７ ０．００７ ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

进而得到

Ｔ ＝ ０．６９５
　 　 给定 α ＝ ０．０５，查表得Ｆ０．０５（２，８）＝ ４．４５９，从而有

０．６９５ ＝ Ｔ ＜ ｋ（ｍ ＋ ｎ － ２）
ｍ ＋ ｎ － ｋ － １

Ｆα（ｋ， ｍ ＋ ｎ － ｋ － １） ＝

３．１６７

成立，即未落于拒绝域。 因此，在显著性水平 α ＝
０．０５ 下，没有理由认为该橡胶密封圈的老化曲线仿

真不正确。

４　 结束语

（１）建立了性能曲线仿真检验方法，该方法通

过性能曲线的特征参数是否被正确仿真进行检验。
（２）本文方法能够分析仿真结果与试验结果之

间的误差是由仿真错误引起的系统误差，还是由其

分散性引起的偶然误差，进而判断仿真正确与否。
（３）对于正态分布情况，根据多元统计分析理

论，分别给出性能曲线特征参数均值和协方差的仿

真拒绝域。
（４）对于非正态分布及分布形式未知等情况，

进一步建立性能曲线两步仿真检验法，给出相应的

仿真拒绝域。
（５）文中详细讨论了线性性能曲线的仿真检

验，在此基础上，分别给出了多阶段线性性能曲线和

一般性能曲线仿真检验方法。
（６）大量工程实例计算和 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟验证

表明，本文方法能实现性能曲线小样本仿真检验，且
计算简单，便于工程应用。

参考文献

［１］ 周黎， 杨世洪， 高晓东． 步进电机控制系统建模及运行曲线仿

真［Ｊ］ ． 电机与控制学报， ２０１１， １５（１）： ２０－２５．
ＺＨＯＵ Ｌｉ， ＹＡＮＧ Ｓｈｉｈｏｎｇ， ＧＡＯ Ｘｉａｏｄｏｎｇ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｓｔｅｐｐｅｒ
ｍｏｔｏｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｒｕｎｎｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ［ Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｉｃ
Ｍａｃｈｉｎｅｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１１， １５（１）： ２０－２５．

［２］ 孙丹， 王双， 艾延廷， 等． 阻旋栅对密封静力与动力特性影响

的数值分析与实验研究［ Ｊ］ ． 航空学报， ２０１５， ３６（９）： ３００２－
３０１１．
ＳＵＮ Ｄａｎ， ＷＡＮＧ Ｓｈｕａｎｇ， ＡＩ Ｙａｎｔｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｓｗｉｒｌ ｂｒａｋｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ
ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｓｅａｌｓ ［ Ｊ ］ ． Ａｃｔａ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａ ｅｔ
Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１５， ３６（９）： ３００２－３０１１．

［３］ ＳＡＲＧＥＮＴ Ｒ Ｇ． Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ， ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｃｃｒｅｄｉｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， １９９７， １（４）： ４８７－５０６．

［４］ 唐见兵， 查亚兵， 李革． 仿真 ＶＶ＆Ａ 研究综述［Ｊ］ ． 计算机仿真，
２００６， ２３（１１）： ８２－８５．
ＴＡＮＧ Ｊｉａｎｂｉｎｇ， ＺＨＡ Ｙａｂｉｎｇ， ＬＩ Ｇｅ． Ａｎ ｏｖｅｒｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ
ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ＶＶ＆Ａ ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２００６，
２３（１１）： ８２－８５．

［５］ 傅惠民． 仿真结果统计检验方法［ Ｊ］ ． 机械强度， ２００５， ２７（５）：
５９８－６０３．
ＦＵ Ｈｕｉｍｉｎ． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｔｅｓｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ［ Ｊ ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｔｒｅｎｇｔｈ， ２００５， ２７（５）： ５９８－６０３．

（下转第 １９２ 页）

７８１第 ６ 期 傅惠民， 等： 性能曲线仿真检验方法


