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基于全局帕德逼近的米塔－列夫勒函数及其导数的数值算法

方宇孟， 袁　 晓， 谢雨婧

（四川大学 电子信息学院， 成都 ６１００６５）

摘　 要： 米塔－列夫勒函数类在分数阶微积分中起着非常重要的作用，是应用非常广泛的一类特殊函数。 针对米塔－列夫勒

函数及其导数的高精度计算问题，提出一种基于全局帕德逼近的数值算法。 该算法从泰勒级数和渐进级数出发，构造有理多

项式分式，实现双参数米塔－列夫勒函数 Ｅα，β（ｘ）（ｘ ≤ ０） 及其任意阶导数 ｄｓＥα，β（ｘ） ／ ｄ（ｘ） ｓ（ ｓ ∈ ℕ ∗） 的逼近。 通过调节逼近

阶数，获得最佳的稳定性和精度。 将数值解与解析解做对比，通过 Ｍａｔｌａｂ 仿真实验证明了算法的运算有效性和可行性，数值

求解结果稳定可靠，逼近性能优越。
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０　 引　 言

在经典的整数阶微分方程理论中，指数函数

ｅｔ（ ｔ ∈ ℝ ） 起着非常重要的作用，且是微分方程

ｄｘ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｘ（ ｔ） （１）

的解： ｘ（ ｔ） ＝ κｅ －ｔ。
复变量 ｚ（ ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ） 的整函数—解析指数函数

ｅｚ 的幂级数展开为：

ｅｚ ＝ ∑
¥

ｋ ＝ ０

ｚｋ

ｋ！
＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（ｋ ＋ １）
（２）

　 　 ｅｚ 的任意有限阶导数等于自身，这一特性对傅

里叶变换、拉普拉斯变换和 Ｚ 变换意义重大。
１９０３ 年，米塔－列夫勒［１］提出单参数米塔－列夫

勒函数：

　 Ｅα（ ｚ） ＝ ∑
¥

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ １）
， α、 ｚ ∈ ℂ ， Ｒｅ α ＞ ０

（３）
其中， Ｅα（ ｚ） 是指数函数的单参量广义化结果。
１９０５ 年，Ｗｉｍａｎ［２］提出双参数米塔－列夫勒函数：

Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑
¥

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ β）
（４）

α、 β、 ｚ ∈ ℂ ， Ｒｅ α ＞ ０， Ｒｅ β ＞ ０
显然有： Ｅα，１ ＝ Ｅα。

１９７１ 年，Ｐｒａｂｈａｋａｒ［３］ 提出三参数米塔－列夫勒函

数：

Ｅγ
α，β（ ｚ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０

γ↑ｋｚｋ

ｎ！ Γ（αｋ ＋ β）
（５）



α、β、ｚ ∈ ℂ ，Ｒｅ α ＞ ０，Ｒｅ β ＞ ０，γ ＞ ０，
γ↑ｋ ＝ γ（γ ＋ １）…（γ ＋ ｋ － １）

　 　 显然有， Ｅ１
α，β（ ｚ） ＝ Ｅα，β（ ｚ），Ｅ１

α，１（ ｚ） ＝ Ｅα（ ｚ）。
米塔－列夫勒函数在分数阶系统中的重要性如同

指数函数在整数阶系统中的重要性。 Ｅα（ｚ） 称为分数

微积分的女王函数（ｔｈｅ Ｑｕｅｅｎ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
Ｃａｌｃｕｌｕｓ）。 米塔－列夫勒函数类可用于表示分数阶微

积分方程的解，比如：第二类阿贝尔积分方程，含有黎

曼－刘维尔分数导数的微分方程等［４－５］，还可应用于

许多现代分数阶模型，比如：神经网络中的信息处

理［６－７］、聚合物网络中的黏弹性［８－９］、分子输运［１０］、热
传导［１１］、信号处理［１２］和反常扩散［１３］。

米塔－列夫勒函数广泛应用在各种研究领域与

工程应用之中，因此有必要研究米塔－列夫勒函数

的快速有效高精度算法。 ２００２ 年，Ｇｏｒｅｎｆｌｏ 等人［１４］

提出分区算法，采用泰勒级数、积分表达和渐进级数

三种方法来计算米塔－列夫勒函数，但算法存在计

算错误。 ２０１５ 年，Ｇａｒｒａｐｐａ 等人［１５－１６］ 基于米塔－列
夫勒函数的拉普拉斯变换，提出最优抛物线围线算

法。 ２０１８ 年，Ｇａｒｒａｐｐａ 等人在文献［１７］中研究了带

矩阵参数的米塔 －列夫勒函数的数值计算。 ２０２０
年，Ｓａｅｎｋｏ［１８］提出一种新的积分算法，将米塔－列夫

勒函数的积分表示成实部和虚部的和且每部分只依

赖实变量和实参数，但算法存在一定局限性。
除了以上提到的算法，研究者们还将帕德逼近

法应用于米塔－列夫勒函数的数值计算。 帕德逼近

（Ｐａｄé ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）是法国数学家亨利·帕德提

出的有理多项式近似法，往往比截断的泰勒级数准

确。 ２００７ 年，Ｓｔａｒｏｖｏｉｔｏｖ 等人［１９］利用帕德逼近法研

究了米塔－列夫勒函数在 ｛ ｜ ｚ ｜ ≤１｝ 范围内的计算。
文献［２０］和文献［２１］基于帕德逼近法研究了米塔－
列夫勒函数 Ｅα（ － ｘα）（ｘ ＞ ０） 的上下边界。

２００３ 年，Ｗｉｎｉｔｚｋｉ［２２］ 在帕德逼近的基础上提出

全局帕德逼近（ｇｌｏｂａｌ Ｐａｄé ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ），构造了

超越函数的一致逼近。 ２００５ 年，Ｄｉｅｔｈｅｌｍ 等人［２３］提

供了米塔－列夫勒函数 Ｅα（ － ｘα）（０ ＜ α ＜ １） 的有

理逼近系数表，在 ｘ ∈ ［０．１，１５］{ } 范围内具有良

好的计算精度。 ２０１１ 年，Ａｔｋｉｎｓｏｎ 等人［２４］利用全局

帕德逼近法实现米塔 －列夫勒函数 Ｅα（ － ｘ） 在

０ ＜ α ＜ １，ｘ ＞ ０{ } 范围内的二阶逼近，但二阶逼

近的效果差，为了进一步提高计算精度，需要扩展到

更高阶逼近。
在前人研究基础上，本文将全局帕德逼近法应

用于双参数米塔－列夫勒函数 Ｅα，β（ｘ） 及其任意阶

导数的数值计算，实现了 １０ 阶逼近，计算精度可达

１×１０－１３％。 经理论分析和仿真实验，证明了该算法

的运算有效性和可行性。

１　 米塔－列夫勒函数的基本性质

米塔－列夫勒函数最主要的性质有 ４ 种：积分、微
分、渐进、拉普拉斯变换。 这些性质不仅有助于求解

分数阶微积分方程，而且在实际的工程应用中具有重

要意义，比如：Ｂａｇｌｅｙ－Ｔｏｒｖｉｋ 方程的数值求解，分数

阶被控系统和分数阶 ＰＤ 控制器系统中表示单位阶

跃响应，电介质的分数阶松弛方程的求解等［５，２５］。
１．１　 米塔－列夫勒函数的积分

对双参数米塔－列夫勒函数（４）逐项积分得：
１

Γ（ｖ） ∫
ｚ

０
（ｚ － ｔ）ｖ－１Ｅα， β λｔα( ) ｔβ－１ｄｔ ＝ ｚβ＋ｖ－１Ｅα， β＋ｖ λｚα( ) ，

β ＞ ０，　 ｖ ＞ ０ （６）
其中，当 ｖ ＝ １ 时，得到式（６）的一个特例：

∫ｚ
０
Ｅａ，β λｔａ( ) ｔβ－１ｄｔ ＝ ｚβＥａ，β＋１ λｚａ( ) ， β ＞ ０ （７）

Ｅｒｄｌｙｉ 等人［２６］ 和 Ｄžｒｂａšｙａｎ 等人［２７－２８］ 研究了

米塔－列夫勒函数沿汉克尔环的反常积分形式，得
到定理 １。

定理 １　 设 ０ ＜ α ＜ ２ 且 β ∈ ℂ ， 则对任意

β ＞ ０ 与 δ， 满足 πα ／ ２ ＜ δ ≤ ｍｉｎ｛π，πα｝ 时，有：

Ｅα，β（ｚ） ＝
１

２πｉα∫γ（ò，δ）
ｅζ１ ／ αζ（１－β） ／ α

ζ － ｚ
ｄζ， ｚ ∈ Ｇ（ －）（ò，δ） （８）

Ｅα，β（ ｚ） ＝ １
α
ｚ（１－β） ／ αｅｚ１ ／ α ＋ １

２πｉα∫γ（ò，δ）
ｅζ１ ／ αζ（１－β） ／ α

ζ － ｚ
ｄζ，

ｚ ∈ Ｇ（ ＋）（ò，δ） （９）
　 　 其中，积分围线 γ（ò，δ） 如图 １ 所示，由 ２ 条射

线 Ｓδ（ａｒｇζ ＝ δ， ｜ ζ ｜ ≥ ò） 和 Ｓ －δ（ａｒｇζ ＝ － δ， ｜ ζ ｜ ≥
ò） 以及一个圆弧 Ｃδ（０，ò）（ ｜ ζ ｜ ＝ ò， － δ≤ａｒｇζ≤ δ）
组成。 积分围线左侧区域是 Ｇ（ －）（ò，δ）， 右侧区域

是 Ｇ（ ＋）（ò，δ）。 ò表示圆弧 Ｇδ 的半径， δ 表示积分变

量 ζ 的角度。

γ(?,δ)

G(-)(?,δ)

Sδ

S-δ

Cδ

δ

?

G(+)(?,δ)

图 １　 积分围线 γ（ò，δ） ［１４］

Ｆｉｇ． １　 Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｔｏｕｒ γ（ò，δ） ［１４］
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１．２　 米塔－列夫勒函数的微分

对双参数米塔－列夫勒函数 Ｅα，β（ ｚ） 逐次求导

可得 ｓ 阶导数公式：
ｄｓ

ｄｚｓ
Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑

¥

ｋ ＝ ０

（ｋ ＋ ｓ）（ｋ ＋ ｓ － １）…（ｋ ＋ １）
Γ（αｋ ＋ αｓ ＋ β）

ｚｋ ＝

∑
¥

ｋ ＝ ０

（ｋ ＋ ｓ）！
ｋ！ Γ［α（ｋ ＋ ｓ） ＋ β］

ｚｋ，ｓ ∈ ℕ ∗

（１０）
另外，文献［５］中给出 ｓ 阶导数公式：
ｄ
ｄｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ｚβ－１Ｅα，β ｚα( )( ) ＝ ｚβ－ｓ－１Ｅα，β－ｓ ｚα( ) （１１）

１．３　 米塔－列夫勒函数的渐进展开

利用式（８）和式（９）的积分表达得到米塔－列夫

勒函数在复平面上的渐进表达。
定理 ２　 对于 ０ ＜ α ＜ ２、 β ∈ ℂ 、 ｍ ∈ ℕ ， 当

｜ ａｒｇｚ ｜ ＜ｍｉｎ｛π，πα｝ 时，有渐进展开式：

Ｅα，β（ ｚ） ＝ １
α
ｚ（１－β） ／ αｅｚ１ ／ α － ∑

ｍ

ｋ ＝ １

ｚ －ｋ

Γ（β － ｋα）
＋

Ｏ ｜ ｚ ｜ －ｍ－１( ) ， ｜ ｚ ｜ → ¥ （１２）
当 ０ ＜ α ＜ １，πα ＜ ｜ ａｒｇｚ ｜ ＜ π 时，有渐进展开

式：

Ｅα，β（ ｚ） ＝ －∑
ｍ

ｋ ＝ １

ｚ －ｋ

Γ（β － ｋα）
＋ Ｏ ｜ ｚ ｜ －ｍ－１( ) ， ｜ ｚ ｜ → ¥

（１３）
１．４　 米塔－列夫勒函数的拉普拉斯变换

函数 ｔαｋ＋β－１Ｅ（ｋ）
α，β ± λｔα( ) 的拉普拉斯变换：

∫¥

０
ｅ －ｓｔ ｔαｋ＋β－１Ｅ（ｋ）

α，β ± λｔα( ) ｄｔ ＝ ｋ！ ｓα－β

ｓα ∓ λ( ) ｋ＋１，

Ｒｅ（ ｓ） ＞ ｜ λ ｜ １ ／ α( ) ，ｔ ∈ ℝ ，λ ∈ ℂ （１４）
其中， Ｅ（ｋ）

α，β（ｙ） 表示 ｋ 阶导数， 有：

Ｅ（ｋ）
α，β（ｙ） ≡ ｄｋ

ｄｙｋＥａ，β（ｙ）

２　 米塔－列夫勒函数的数值算法

２．１　 分区算法

Ｇｏｒｅｎｆｌｏ 等人［１４］提出分区算法，用泰勒级数、积
分表达和渐进级数计算复平面上不同区域的米塔－
列夫勒函数。 Ｓｅｙｂｏｌｄ 等人［２９］ 在 Ｇｏｒｅｎｆｌｏ 等人［１４］ 的

基础上做了改进，消除了变量靠近积分围线时的不

稳定现象。
对于 α ＞ ０、 β∈ℝ ，分区算法能够计算复平面

上任意米塔－列夫勒函数 Ｅα，β（ ｚ） 的值。 对复平面上

｜ ｚ ｜ 的不同取值， 采用不同的数值计算方法，以获

得最佳的稳定性和精度。 基本思路是：当 ０ ＜ α ≤

１、β∈ℝ 时， ｜ ｚ ｜ ≤ ｒ０ 则用泰勒级数（式（４））计算；
｜ ｚ ｜ ≥ｒ１ 则用渐进级数（式（１７）和式（１８））计算；
ｒ０ ＜ ｜ ｚ ｜ ＜ ｒ１ 则用积分表达（式（８）和式（９））计算。
其中， ｒ０ 表示采用泰勒级数方法的区域半径上限

值， ｒ１ 表示采用渐进级数方法的区域半径下限值。
当 α ＞ １ 时，用递归公式将其转为 ０ ＜ α≤１ 的情形

再计算：

Ｅα，β（ ｚ） ＝ １
２ｍ ＋ １∑

ｍ

ｈ ＝ －ｍ
Ｅα ／ （２ｍ＋１），β ｚ１ ／ （２ｍ＋１） ｅ２πｉｈ ／ （２ｍ＋１）( )

（１５）
其中， β∈ℝ ，ｚ∈ℂ ；ｍ ＝ ［（α － １） ／ ２］ ＋ １；［ｘ］

为不超过 ｘ 的最大整数。
然而，分区算法存在一定缺陷。 Ｐｏｐｏｌｉｚｉｏ 等

人［３０］指出分区算法存在计算错误。 Ｓａｅｎｋｏ［３１］ 证明

了定理 １ 有误，当 ｚ ∈ Ｇ（ －）（ò，δ） 时，积分表达式正

确；当 ｚ ∈ Ｇ（ ＋）（ò，δ） 时，积分表达式错误。 指出分

区算法因使用了定理 １ 导致 ｚ ∈ Ｇ（ ＋）（ò，δ） 产生计

算错误。
２．２　 最优抛物线围线算法

Ｇａｒｒａｐｐａ 等人［１５－１６］ 提出最优抛物线围线算法，
在复平面上选择计算量和误差都最小的区域，对米

塔－列夫勒函数进行拉普拉斯反演计算。 适用范

围： α ＞ ０，β ∈ ℝ ，ｚ ∈ ℂ 。 核心计算公式为：

ｅα，β（ ｔ；λ） ＝ ∑
ｓ∗∈Ｓ∗Ｃ

Ｒｅｓ ｅｓｔＥα，β（ ｓ；λ），ｓ∗( ) ＋

１
２πｉ∫ＣｅｓｔＥα，β（ ｓ；λ）ｄｓ （１６）

　 　 Ｃ：ｚ（ｕ） ＝ μ（ｉｕ ＋ １） ２， － ¥ ＜ ｕ ＜ ¥

其中， Ｃ表示积分围线， Ｓ∗
Ｃ 表示函数 Ｅα，β（ ｓ；λ）

在积分围线 Ｃ 内的奇点集合， Ｒｅｓ ｆ，ｓ∗( ) 表示函数

ｆ 在奇点 ｓ∗ 处的留数。 ｅα，β（ ｔ；λ） 是米塔－列夫勒函

数的推广形式， Ｅα，β（ ｓ；λ） 是 ｅα，β（ ｔ；λ） 的拉普拉斯

变换，有：
　 ｅα，β（ ｔ；λ） ＝ ｔβ－１Ｅα，β ｔαλ( ) ， ｔ ∈ ℝ ＋，λ ∈ ℂ

（１７）

　 Ｅα，β（ ｓ；λ） ＝ ｓα－β

ｓα － λ
，Ｒ（ ｓ） ＞ ０， λｓ －α ＜ １ （１８）

２．３　 全局帕德逼近算法

２．３．１　 全局帕德逼近

帕德逼近是从幂级数出发获得有理逼近的一种

简洁且有效的方法。 其基本思想是对一个给定形式

的幂级数构造一个有理函数，使该有理函数的泰勒

展开尽可能与原来的幂级数吻合。 这种方法克服了

用多项式逼近大扰度函数效果不理想以及用幂级数
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（如泰勒级数）逼近函数收敛性太差等缺点。
定义 １　 设函数 ｆ（ｘ） ∈ Ｃ［ － ａ，ａ］，Ｎ ＝ ｍ ＋ ｎ ＋

１， 如果有理函数 Ｒｎｍ（ｘ） 可展开为：

Ｒｎｍ（ｘ） ＝
ｐｎ（ｘ）
ｑｍ（ｘ）

＝
ｐ０ ＋ ｐ１ｘ ＋ … ＋ ｐｎｘｎ

１ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑｍｘｍ （１９）

其中， ｐｎ（ｘ） 和 ｑｍ（ｘ） 互质，且满足条件：
Ｒ（ｋ）

ｎｍ （０） ＝ ｆ（ｋ）（０）　 ｋ ＝ ０，１，…，ｎ ＋ ｍ （２０）
其中， Ｒ（ｋ）

ｎｍ （０） 和 ｆ（ｋ）（０） 表示 Ｒｎｍ（ｘ） 和 ｆ（ｘ）
在 ｘ ＝ ０ 处的 ｋ 阶导数。 Ｒｎｍ（ｘ） 表示 ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ ０ 处

的 （ｎ，ｍ） 阶帕德逼近。 当 ｎ ＝ ｍ时，逼近效果最佳。
Ｗｉｎｉｔｚｋｉ［２２］对式（１９）进行改进，提出全局帕德

逼近形式：

Ｒｖ（ｘ） ＝
ｐｖ（ｘ）
ｑｖ（ｘ）

＝
ｐ０ ＋ ｐ１ｘ ＋ … ＋ ｐνｘν

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑνｘν （２１）

其中， Ｒｖ（ｘ） 表示 ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ ０ 处的 ｖ阶全局帕

德逼近。
２．３．２　 米塔－列夫勒函数的全局帕德逼近

Ｗｉｎｉｔｚｋｉ［２２］利用全局帕德逼近法实现了椭圆函

数、误差函数、贝塞尔函数和艾里函数的有理逼近。
全局帕德逼近法主要是利用初等函数的泰勒级数和

超越函数的渐近级数实现计算。 当 ｛０ ＜ α ≤１，
β ≥α｝ 时， 米 塔 － 列 夫 勒 函 数 Ｅα，β（ － ｘ） 在

［０， ＋ ¥） 上是单调且有限的［３２－３３］，有 Ｅα，β（ － ¥） ＝
０。 根据Ｗｉｎｉｔｚｋｉ 的思想，可将全局帕德逼近法扩展

到双参数米塔－列夫勒函数 Ｅα，β（ － ｘ） ｘ ≥ ０( ) 的数

值计算之中，分 ２ 种情况计算： ｛０ ＜ α ≤１，β ＞ α｝
和 ｛０ ＜ α ＝ β ＜ １｝。

（１） 情况一： ｛０ ＜ α ≤ １，β ＞ α｝
根据双参数米塔 －列夫勒函数定义式 （４） 得

Γ（β － α）ｘＥα，β（ － ｘ） 的泰勒级数和渐进级数：
Γ（β － α）ｘＥα，β（ － ｘ） ＝ Γ（β － α）ｘ

∑
ｍ

ｋ ＝ ０

（ － ｘ） ｋ

Γ（β ＋ αｋ）
＋ Ｏ ｘｍ( ) ≡ ａ（ｘ） ＋ Ｏ ｘｍ( ) ， ｘ ＝ ０

（２２）

Γ（β － α）ｘＥα，β（－ ｘ） ＝ － Γ（β － α）ｘ∑
ｎ

ｋ ＝ １

（－ ｘ） －ｋ

Γ（β － αｋ）
＋

Ｏ ｘ －ｎ( ) ≡ ｂ ｘ －１( ) ＋ Ｏ ｘ －ｎ( ) ， ｘ ＝ ＋ ¥ （２３）
其中，加权项 Γ（β － α）ｘ 保证渐近级数（２３）的

第一项系数为 １。
对式（２２）和式（２３）取全局帕德近似：

Γ（β － α）ｘＥα，β（ － ｘ） ≈ ｐ（ｘ）
ｑ（ｘ）

≡
ｐ０ ＋ ｐ１ｘ ＋ … ＋ ｐνｘν

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑνｘν

（２４）

其中， ｖ ∈ ℕ ， 表示全局帕德逼近的阶数。 而

当 ｘ ＝ ＋ ¥时，式（２４）右边多项式的值为 ｐν ／ ｑν，且可

令ｐν ＝ｑν ＝ １。 未知系数 ｐｉ 和 ｑｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｖ － １）
可由线性方程组求出：

ｐ（ｘ） － ｑ（ｘ）ａ（ｘ） ＝ Ｏ ｘｍ( ) ， ｘ ＝ ０， （２５）
ｐ（ｘ）
ｘν

－ ｑ（ｘ）
ｘν ｂ ｘ －１( ) ＝ Ｏ ｘ －ｎ( ) ， ｘ ＝ ＋ ¥ （２６）

　 　 其中，当 ｍ ＋ ｎ 为奇数时，该非齐次线性方程组

存在唯一解。 当 ｍ ≈ ｎ 时，式（２４）的近似效果最

好。
根据文献［３４］提及的米塔－列夫勒函数的 ２ 阶

逼近多项式，对式（２２）和式（２３）截断为 ｍ ＝ １ 阶和

ｎ ＝ ２ 阶，令式（２４）中 ｖ ＝ ２， 得到：

ａ（ｘ） ＝ Γ（β － α）
Γ（β）

ｘ － Γ（β － α）
Γ（β ＋ α）

ｘ２ （２７）

ｂ ｘ －１( ) ＝ １ － Γ（β － α）
Γ（β － ２α）

ｘ －１ （２８）

Γ（β － α）ｘＥα，β（ － ｘ） ≈
ｐ０ ＋ ｐ１ｘ ＋ ｘ２

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ ｘ２ （２９）

　 　 将式（２７） ～式（２９）代入式（２５）和（２６）中，解出

系数：
ｐ０ ＝ ０

ｐ１ ＝
Γ（β）Γ（β ＋ α） － Γ（β ＋ α）Γ （β － α） ２

Γ（β － ２α）
Γ（β ＋ α）Γ（β － α） － Γ （β） ２

ｑ０ ＝

Γ （β）２Γ（β ＋ α）
Γ（β － α）

－ Γ（β）Γ（β ＋ α）Γ（β － α）
Γ（β － ２α）

Γ（β ＋ α）Γ（β － α） － Γ （β）２

ｑ１ ＝
Γ（β）Γ（β ＋ α） － Γ （β） ２Γ（β － α）

Γ（β － ２α）
Γ（β ＋ α）Γ（β － α） － Γ （β） ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３０）
将式（３０）代入式（２９）中得到 Ｅα，β（ － ｘ） 的 ２ 阶

全局帕德逼近式：

Ｅα，β（ － ｘ） ≈ １
Γ（β － α）ｘ

ｐ０ ＋ ｐ１ｘ ＋ ｘ２

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ ｘ２
＝

１
Γ（β）

＋ １
Γ（β － α）ｑ０

ｘ

１ ＋
ｑ１

ｑ０
ｘ ＋ １

ｑ０
ｘ２

（３１）

同理，若要计算 Ｅα，β（ － ｘ） 的 ｖ 阶逼近，对式

（２２）和式（２３）截断为 ｍ ＝ ｖ － １ 阶和 ｎ ＝ ｖ 阶，得：

ａ（ｘ） ＝ Γ（β － α）ｘ∑
ｖ－１

ｋ ＝ ０

（ － ｘ） ｋ

Γ（β ＋ αｋ）
（３２）
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ｂ ｘ －１( ) ＝ － Γ（β － α）ｘ∑
ｖ

ｋ ＝ １

（ － ｘ） －ｋ

Γ（β － αｋ）
（３３）

Γ（β － α）ｘＥα，β（ － ｘ） ≈
ｐ０ ＋ ｐ１ｘ ＋ … ＋ ｐｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ

（３４）
将式（３２） ～式（３４）代入式（２５）和式（２６）中，求

解式（３４）中的系数 ｐｉ 和 ｑｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｖ － １）。 但

随着式（３４）中等号右边的多项式阶数 ｖ 的增大，系
数 ｐｉ 和 ｑｉ 的表达式中的 Γ 代数项也会增多。 当阶

数 ｖ ＝ ７ 时， 系数 ｐｉ 和 ｑｉ 的表达式中的 Γ 代数项超

过１ ０００个。 当式（３２） ～式（３４）中多项式阶数较大，
难以手算求解，可借助 Ｍａｔｌａｂ 软件中的 ｓｏｌｖｅ（） 函

数求解代数方程，得到系数 ｐｉ 和 ｑｉ 的表达式。
系数 ｐｉ 和 ｑｉ 的表达式只跟参数 α 和 β 有关，因此

可根据参数 α 和 β 的取值，预先计算系数 ｐｉ 和 ｑｉ 的值

并存入矩阵中，以优化精度、计算时间和系统内存。
经过 Ｍａｔｌａｂ 软件求解可知，仅 ｐ０ ＝ ０，ｐ１ ～ ｐｖ－１

（ｖ ＞ ２） 的表达式太过复杂不便于表示，由式（３４）
得 Ｅα，β（ － ｘ） 的 ｖ 阶全局帕德逼近式：

Ｅα，β（ － ｘ） ≈ １
Γ（β － α）

·
ｐ１ ＋ ｐ２ｘ ＋ … ＋ ｐｖ－１ｘｖ

－１ ＋ ｘｖ

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑｖ－１ｘｖ
－１ ＋ ｘｖ

（３５）
（２） 情况二： ｛０ ＜ α ＝ β ＜ １｝
当 α ＝ β 时，米塔－列夫勒函数 Ｅα，α（ － ｘ） 有泰

勒级数和渐进级数：
Γ（１ － α）

α
ｘ２Ｅα，α（ － ｘ） ＝ Γ（１ － α）

α
ｘ２∑

ｍ

ｋ ＝ ０

（ － ｘ）ｋ

Γ（α ＋ αｋ）
＋

Ｏ ｘｍ( ) ≡ ａ（ｘ） ＋ Ｏ ｘｍ( ) ， ｘ ＝ ０ （３６）
Γ（１ － α）

α
ｘ２Ｅα，α（－ ｘ） ＝ － Γ（１ － α）

α
ｘ２∑

ｎ

ｋ ＝ ２

（－ ｘ） －ｋ

Γ（α － αｋ）
＋

Ｏ ｘ－ｎ( ) ≡ ｂ（ｘ－１） ＋ Ｏ ｘ－ｎ( ) ， ｘ ＝ ＋ ¥ （３７）

其中，加权项
Γ（１ － α）

α
ｘ２ 保证渐近级数（３７）

的第一项系数为 １。
基于情况一的方法，解出情况二时 Ｅα，α（ － ｘ）

的 ２ 阶全局帕德逼近式：

Ｅα，α（－ ｘ） ≈

１
Γ（α）

１ ＋ ２Γ （１ － α）２

Γ（１ ＋ α）Γ（１ － ２α）
ｘ ＋ Γ（１ － α）

Γ（１ ＋ α）
ｘ２

（３８）
经 Ｍａｔｌａｂ 软件求解可知，仅 ｐ０ ＝ ｐ１ ＝ ０， 得

Ｅα，α（ － ｘ） 的 ｖ 阶全局帕德逼近式：

Ｅα， β（－ ｘ） ≈ α
Γ（１ － α）

·
ｐ２ ＋ ｐ３ｘ ＋ … ＋ ｐｖ－１ｘｖ

－１ ＋ ｘｖ

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑｖ－１ｘｖ
－１ ＋ ｘｖ

（３９）
２．４　 仿真结果及分析

为研究全局帕德逼近算法对米塔－列夫勒函数

的逼近效果，需要考虑的影响因素有：逼近阶数 ｖ 和

参数 α。 可将全局帕德逼近算法、分区算法和最优

抛物线围线算法做比较，综合分析全局帕德逼近算

法的逼近性能。
相对误差函数的数学定义为：

η ＝
Ｅ － Ｅ真

Ｅ真

× １００％ （４０）

　 　 米塔－列夫勒函数 Ｅ１ ／ ２，１（ｘ） 和 Ｅ１，２（ｘ） 的解析

为：
Ｅ１ ／ ２，１（ｘ） ＝ ｅｘ２ｅｒｆｃ（ － ｘ） （４１）

Ｅ１，２（ｘ） ＝ ｅｘ － １
ｘ

（４２）

　 　 其中，误差函数 ｅｒｆｃ（ｘ）：

ｅｒｆｃ（ｘ） ＝ ２
π
∫¥

ｘ
ｅ －ｕ２ｄｕ ＝ １ － ｅｒｆ（ｘ） （４３）

　 　 在此基础上，拟对仿真结果进行剖析分述如下。
（１） 分区算法、最优抛物线围线算法和全局帕

德逼近算法的比较。 这里利用分区算法、最优抛物

线围线算法、全局帕德逼近算法和解析式（４２）绘制

米塔－列夫勒函数 Ｅ１，２（ｘ） 曲线，并绘制 ３ 种算法与

解析解之间的相对误差曲线，如图 ２ 所示。 观察到，
最优抛物线围线算法在整个区间内的计算精度最

好，误差稳定在 １ × １０ －１３％ 数量级。 分区算法的误

差在区间 （１０，１５） 内急剧增大，最高达 ５３０．６％，在
其他区间的计算精度很好，甚至在区间 （１４，１ ０００）
内的相对误差为 ０。 全局帕德逼近算法的 １０ 阶逼

近的最大误差为 １．１０６ × １０ －２％ ，而在区间 （１５０，
１ ０００） 内的误差稳定在 １ × １０ －１４％ 数量级。

文献［３１］提到分区算法因使用了错误的积分表

达导致 ｚ ∈ Ｇ（ ＋）（ò，δ） 时产生计算错误，因此在区间

（１０，１５） 内的误差非常大。 由此看出，分区算法的计

算准确性不如全局帕德逼近算法和最优抛物线围线

算法。 最优抛物线围线算法的计算精度高且稳定，可
用于下文验证全局帕德逼近算法的逼近性能。

（２）全局帕德逼近算法的逼近性能。 为探究逼

近阶数 ｖ 对逼近效果的影响，可绘制不同阶数下全

局帕德逼近的相对误差曲线，如图 ３ 所示。 当 ｛０ ＜
α ＝ β ＜ １｝ 时，将全局帕德逼近算法和最优抛物线
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围线算法的计算结果相比较，如图 ３（ ａ）所示。 当

｛０ ＜ α≤１，β ＞ α｝ 时，将全局帕德逼近算法和解析

式（４１） ～ （４２）的计算结果相比较，如图 ３（ｂ）和图 ３
（ｃ）所示。 图 ３ 展示了逼近阶数 ｖ ＝ ２，４，６，８，１０ 时

的全局帕德逼近的相对误差。
为探究 α 对逼近效果的影响，固定 β 的值，绘制

α 在不同取值时的相对误差曲线，如图 ４ 所示。 其

中，纵坐标表示全局帕德逼近算法和最优抛物线围

线算法之间的相对误差。
当逼近阶数 ｖ ＞ ２ 时，难以手算求解系数 ｐｉ 和

ｑｉ， 可借助 Ｍａｔｌａｂ 软件求解。 当 α ＝ ０．５、 β ＝ １ 时，
对应的 １０ 阶全局帕德逼近系数 ｐｉ 和 ｑｉ （ ｉ ＝ ０，１，…，
９） 的值见表 １ 和表 ２。

观察图 ３ 和图 ４，可得结论：
（１） 全局帕德逼近算法能在任意逼近阶数下计

算米塔－列夫勒函数 Ｅα，β（ － ｘ），逼近阶数 ｖ越高，误
差越小，逼近效果越好。 当逼近阶数 ｖ ＝ １０ 时，已提

供了足够的计算精度，和最优抛物线围线算法相当，
计算精度可达 １ × １０ －１３％。

（２） 当 β 的值固定时， α 的值越接近 １，在区间

（０，２００） 内的误差越大且存在一个最大误差，而误

差在区间 （２００， ＋ ¥） 内稳定在低水平。
（３） 当 ｘ 取值很小或很大时，全局帕德逼近算

法的优势尤其明显，计算精度很高。 ｘ 取中间值时

存在最大误差，可提高逼近阶数来降低误差。
表 １　 系数 ｐｉ（ ｉ＝０，１，…，９）的值（α＝０．５，β＝１，ｖ＝１０）

Ｔａｂ． １　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｐｉ（ ｉ＝０，１，…，９）（α＝０．５，β＝１，
ｖ＝１０）

ｐ０ ｐ１ ｐ２ ｐ３ ｐ４

０ ７ ３７２ １７ ７２１ ２０ ８３３ １５ ５１２

ｐ５ ｐ６ ｐ７ ｐ８ ｐ９

８ ００９ ２ ９６６ ７８９ １４６ １７

表 ２　 系数 ｑｉ（ ｉ＝０，１，…，９）的值（α＝０．５，β＝１，ｖ＝１０）
Ｔａｂ． ２　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｑｉ（ ｉ＝０，１，…，９）（α＝０．５，β＝１，

ｖ＝１０）

ｑ０ ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４

４ １５９ １４ ６９１ ２４ １７２ ２４ ４６５ １６ ９２４

ｑ５ ｑ６ ｑ７ ｑ８ ｑ９

８ ３９５ ３ ０３９ ７９８ １４７ １７
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图 ２　 α＝１，β＝２，比较分区算法、最优抛物线围线算法和全局帕德

逼近算法

Ｆｉｇ． ２ 　 Ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｃｏｎｔｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ Ｐａｄé
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ α＝１， β＝２
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图 ３　 ｖ 对逼近效果的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｖ ｏｎ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
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图 ４　 α对逼近效果的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ α ｏｎ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

３　 米塔－列夫勒函数导数的全局帕德逼近

３．１　 任意阶导数的全局帕德逼近

将全局帕德逼近算法扩展到米塔－列夫勒函数

任意阶导数 ｄｓＥα，β（ ｔ） ／ ｄ （ ｔ） ｓ（ ｔ ＜ ０，ｓ ∈ ℕ ∗） 的数

值计算，与 ２．３ 节方法相同，分 ２ 种情况： ｛０ ＜ α ≤
１，β ＞ α｝ 和 ｛０ ＜ α ＝ β ＜ １｝。 为了便于计算，取
ｔ ＝ － ｘ， 则任意阶导数表示为：

ｄｓＥα，β（ － ｘ） ／ ｄ （ － ｘ） ｓ（０ ＜ ｘ，ｓ ∈ ℕ ∗） （４４）
表 ３ 总结了双参数米塔－列夫勒函数任意阶导

数的全局帕德逼近，列出了参数适用范围、核心计算

公式（泰勒级数和渐进级数）以及 ｖ阶全局帕德逼近

式。 其中，ｓ 表示米塔 － 列夫勒函数的导数阶数，ｖ
表示全局帕德逼近算法的逼近阶数， ｐｉ 和 ｑｉ 表示全

局帕德逼近式的系数。 得到以下几点：
（１） ｓ 阶导数的泰勒级数和渐进级数的加权项：

当 ０ ＜ α ≤ １，β ＞ α{ } 时： Γ（β － α）ｘｓ＋１

ｓ！
；

当 ｛０ ＜ α ＝ β ＜ １｝ 时： Γ（１ － α）ｘｓ＋２

（ ｓ ＋ １）！ α
。

（２） 经 Ｍａｔｌａｂ 软件编程求解，可知 ｓ阶导数的 ｖ
阶全局帕德逼近系数 ｐｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｖ － １）：

当 ０ ＜ α ≤ １，β ＞ α{ } 时： ｐ０ ＝ ｐ１ ＝… ＝ ｐｓ－１ ＝
ｐｓ ＝ ０；

当 ｛０ ＜ α ＝ β ＜ １｝ 时： ｐ０ ＝ ｐ１ ＝ … ＝ ｐｓ ＝
ｐｓ＋１ ＝０。

（３） 当阶数 ｖ ＝ ２ 时，可直接手算解出系数 ｐｉ 和

ｑｉ 的表达式。 当阶数 ｖ ＞ ２ 时，难以手算求解，系数

ｐｉ 和 ｑｉ（ｉ ＝ ０，１…，ｖ － １） （除 ｐｉ ＝ ０ 之外）的表达式

随着 ｖ 的增大而越复杂，此时可借助 Ｍａｔｌａｂ 软件求

解。 系数 ｐｉ 和 ｑｉ 的表达式只与参数 α和 β 有关，因此

可根据参数 α和 β 的取值，预先计算系数 ｐｉ 和 ｑｉ 的值

并存入矩阵中，以优化精度、计算时间和系统内存。
３．２　 仿真结果及分析

当 ０ ＜ α ≤ １，α ≤ β，ｘ ＞ ０{ } 时，通过 Ｍａｔｌａｂ
软件可求解任意阶导数的全局帕德逼近式。 为了探

究全局帕德逼近算法的准确性，不妨将全局帕德逼

近式的计算结果与文献［３５］中 ｍｌ＿ｆｕｎｃ（） 函数的计

算结果相比较， 仿真结果如图 ５ ～ 图 ８ 所示。
ｍｌ＿ｆｕｎｃ（） 函数能求解 １ 到 ４ 参数 （α、β、γ、κ） 的米

塔－列夫勒函数及其导数，是目前唯一能够求解任

意阶米塔－列夫勒函数导数的可用代码。
为探究导数阶数 ｓ 和逼近阶数 ｖ 对逼近效果的

影响，绘制 Ｅα，β（ － ｘ） 的一阶、二阶、三阶导数在不同

逼近阶数下的相对误差曲线，可见图 ５～图 ７。
为了探究 α 和 β 取值向 １ 趋近时的逼近效果，

这里取 ｛α ＝ β ＝ ０．５，α ＝ β ＝ ０．７，α ＝ β ＝ ０．９｝， 绘制

ｄＥα，β （ － ｘ） ／ ｄ （ － ｘ） 的 １０ 阶全局帕德逼近曲线、
ｍｌ＿ｆｕｎｃ（） 函数曲线以及两者的相对误差曲线，可
见图 ８。

观察图 ５～图 ８，得到结论：
（１）全局帕德逼近算法的逼近阶数 ｖ越高，误差

越小，逼近效果越好。
（２）米塔－列夫勒函数的导数阶数 ｓ 越高，达到

相同逼近效果所需的逼近阶数 ｖ越高。 图５中，一阶

导数的四阶逼近的相对误差大小和三阶导数的六阶

逼近的差不多。
（３） 当 ０ ＜ α ＝ β ＜ １{ } 时， α 和 β 取值越接

近于 １，逼近效果越差。 图 ８ 中，在相同条件下， α
和 β 取值越大，相对误差越大。 当 α ＝ β ＝ ０．５ 时，最
大相对误差低于 １ × １０ －３％。 当 α ＝ β ＝ ０．９ 时，最大

相对误差超过 １×１０３％。
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表 ３　 双参数米塔－列夫勒函数任意阶导数的全局帕德逼近

Ｔａｂ． ３　 Ｇｌｏｂａｌ Ｐａｄé ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａｎｙ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｗｏ－ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｍｉｔｔａｇ－Ｌｅｆｆｌｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

导数阶数 参数范围 泰勒级数和渐进级数 ｖ 阶全局帕德逼近式

１ 阶 ０ ＜ α ≤ １，β ＞ α，

ｘ ∈ ［０， ＋ ¥） Γ（β － α）ｘ２
ｄＥα，β（ － ｘ）

ｄ（ － ｘ）
＝ Γ（β － α）ｘ２∑

ｍ

ｋ ＝ ０

（ｋ ＋ １） （ － ｘ） ｋ

Γ［β ＋ α（ｋ ＋ １）］
＋ Ｏ ｘｍ( ) ， ｘ ＝ ０；

Γ（β － α）ｘ２
ｄＥα，β（ － ｘ）

ｄ（ － ｘ）
＝ － Γ（β － α）ｘ２∑

ｎ

ｋ ＝ ２

（１ － ｋ） （ － ｘ） －ｋ

Γ［β ＋ α（１ － ｋ）］
＋ Ｏ ｘ －ｎ( ) ，ｘ ＝ ＋ ¥

ｄＥα，β（ － ｘ）
ｄ（ － ｘ） ≈

１
Γ（β － α）·

ｐ２ ＋ ｐ３ｘ ＋ … ＋ ｐｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ
，

其中，ｐ０ ＝ ｐ１ ＝ ０

０ ＜ α ＝ β ＜ １，

ｘ ∈ ［０， ＋ ¥）
Γ（１ － α）

２α ｘ３
ｄＥα，α（ － ｘ）

ｄ（ － ｘ）
＝ Γ（１ － α）

２α ｘ３∑
ｍ

ｋ ＝ ０

（ｋ ＋ １） （ － ｘ） ｋ

Γ［α ＋ α（ｋ ＋ １）］
＋ Ｏ ｘｍ( ) ，ｘ ＝ ０；

Γ（１ － α）
２α ｘ３

ｄＥα，α（ － ｘ）
ｄ（ － ｘ）

＝ － Γ（１ － α）
２α ｘ３∑

ｎ

ｋ ＝ ３

（１ － ｋ） （ － ｘ） －ｋ

Γ［α ＋ α（１ － ｋ）］
＋ Ｏ ｘ －ｎ( ) ， ｘ ＝ ＋ ¥

ｄＥα，α（ － ｘ）
ｄ（ － ｘ） ≈

２α
Γ（１ － α）·

ｐ３ ＋ ｐ４ｘ ＋ … ＋ ｐｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ

ｑ０ ＋ ｑ１ｘ ＋ … ＋ ｑｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ
，

其中，ｐ０ ＝ ｐ１ ＝ ｐ２ ＝ ０

２ 阶 ０ ＜ α ≤ １，β ＞ α，

ｘ ∈ ［０， ＋ ¥）
Γ（β － α）ｘ３

２
ｄ２Ｅα，β（ － ｘ）

ｄ （ － ｘ） ２
＝ Γ（β － α）ｘ３

２ ∑
ｍ

ｋ ＝ ０

（ｋ ＋ ２）（ｋ ＋ １） （ － ｘ） ｋ

Γ［β ＋ α（ｋ ＋ ２）］
＋ Ｏ ｘｍ( ) ， ｘ ＝ ０；

Γ（β － α）ｘ３
２

ｄ２Ｅα，β（ － ｘ）

ｄ （ － ｘ） ２
＝ － Γ（β － α）ｘ３

２ ∑
ｎ

ｋ ＝ ３

（２ － ｋ）（１ － ｋ） （ － ｘ） －ｋ

Γ［β ＋ α（２ － ｋ）］
＋

Ｏ ｘ －ｎ( ) ， ｘ ＝ ＋ ¥

ｄ２Ｅα，β（ － ｘ）

ｄ （ － ｘ） ２ ≈

２
Γ（β － α）·

ｐ３ ＋ ｐ４ｘ ＋ … ＋ ｐｖ－１ｘｖ－１ ＋ ｘｖ
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Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ α ａｎｄ β ｏｎ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

４　 结束语

米塔－列夫勒函数类的表示、快速有效高精度

计算、显示、应用是近年来的研究热点［５］。 本文基

于全局帕德逼近技术构造双参数米塔－列夫勒函数

Ｅα，β（ｘ） 及其任意阶导数 ｄｓＥα，β（ｘ） ／ ｄ（ｘ） ｓ（ ｓ∈ℕ ∗）
的数值算法，从泰勒级数和渐进级数出发实现高阶

全局帕德逼近。 根据 α 和 β 的取值，分 ２ 种情况计

算： ｛０ ＜ α ≤１，α ＜ β｝ 和 ｛０ ＜ α ＝ β ＜ １｝， 理论

分析并求解全局帕德逼近式。 通过大量仿真实验，
证明了全局帕德逼近算法的逼近性能优越，数值求

解结果稳定可靠。 逼近阶数 ｖ 越高，逼近效果越好，
１０ 阶逼近的计算精度可达 １ × １０ －１３％； 导数阶数 ｓ

越高，达到指定精度所需的逼近阶数 ｖ 越高。
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