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摘　 要:
 

部分线性变系数模型是一类重要的半参数回归模型,针对该模型的参数估计问题,本文利用贝叶斯 P-样条方法近似

非参数部分的未知光滑函数,进而利用非对称拉普拉斯分布实现贝叶斯分位数回归,推导出所有未知参数的条件后验分布,
通过 Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 算法获得参数的估计值。 通过数值模拟对贝叶斯 P-样条方法与 B-样条方法的估计效

果进行比较分析,结果显示在均方误差和标准差准则下,贝叶斯 P-样条方法在不同分位点上的估计效果更优。
关键词:

 

部分线性变系数模型;
 

贝叶斯 P-样条;
 

B-样条;
 

Gibbs 抽样;
 

均方误差

中图分类号:
 

O212. 1 文献标志码:
 

A 文章编号:
 

2095-2163(2025)01-0088-07

Bayesian
 

P-spline
 

estimation
 

of
 

partially
 

linear
 

variable
 

coefficient
 

quantile
 

model
YANG

 

Piao,
  

HUANG
 

Jiewu

(School
 

of
 

Data
 

Science
 

and
 

Information
 

Engineering,
 

Guizhou
 

Minzu
 

University,
 

Guiyang
 

550025,
 

China)

Abstract:
 

Partial
 

linear
 

variable
 

coefficient
 

model
 

is
 

an
 

important
 

semi-parametric
 

regression
 

model. For
 

the
 

parameter
 

estimation
 

problem
 

of
 

this
 

model,the
 

Bayesian
 

P-spline
 

method
 

is
 

utilized
 

to
 

approximate
 

the
 

unknown
 

smooth
 

function
 

of
 

the
 

non-parametric
 

part,and
 

then
 

the
 

Bayesian
 

quantile
 

regression
 

is
 

implemented
 

using
 

the
 

asymmetric
 

Laplace
 

distribution
 

to
 

derive
 

the
 

posterior
 

distributions
 

of
 

all
 

the
 

unknown
 

parameters
 

in
 

order
 

to
 

obtain
 

the
 

estimates
 

of
 

the
 

parameters,the
 

parameter
 

estimates
 

were
 

obtained
 

by
 

Gibbs
 

and
 

Metropolis -Hastings
 

algorithm. Meanwhile,
 

the
 

estimation
 

effect
 

of
 

Bayesian
 

P - spline
 

method
 

is
 

compared
 

and
 

analyzed
 

with
 

B-spline
 

method
 

through
 

numerical
 

simulation,
 

and
 

the
 

results
 

show
 

that
 

the
 

Bayesian
 

P-spline
 

method
 

has
 

better
 

estimation
 

effect
 

at
 

different
 

quartiles
 

under
 

the
 

mean
 

square
 

error
 

and
 

standard
 

deviation
 

criterion.
Key

 

words:
  

partial
 

linear
 

variable
 

coefficient
 

model;
 

Bayesian
 

P-spline;
 

B-spline;
 

Gibbs
 

sampling;
 

Mean
 

square
 

error

�哈尔滨工业大学主办 系统开发与应用

基金项目:
 

贵州省教育厅自然科学研究项目(黔教技[2022]015 号),
 

黔教技[2023]061 号,黔教技[2023]062 号,
 

黔教技[2023]012 号)。

作者简介:
 

杨　 飘(1998—),女,硕士研究生,主要研究方向:统计模型与统计计算。

通信作者:
 

黄介武(1977—),男,博士,教授,主要研究方向:统计模型与统计计算。 Email:846221886@ qq. com。

收稿日期:
 

2024-05-16

0　 引　 言

部分线性变系数模型 ( Partial
 

Linear
 

Varying
 

Coefficient
 

Models, PLVCMs) 由 Zhang 等[1] 首次提

出。 作为线性模型和变系数模型的推广,部分线性

变系数模型由参数和非参数两部分组成,既具有非

参数模型适应性强和回归稳健的特点,又具备参数

模型易于解释的优点。 针对部分线性变系数模型参

数和非参数的估计问题,目前已有很多不同的推断

方法,Zhang 等[1] 基于局部多项式拟合参数部分得

到相应的估计值;Zhou 等[2]采用最小二乘法和小波

法分别估计参数和非参数,同时验证了其渐近正态

性和收敛性;Fan 等[3] 提出了轮廓最小二乘法来估

计模型中的参数分量,并证明了广义似然方法半参

数模型可用于参数分量的检验;Ahmad 等[4] 运用广

义级数法来估计模型的非参数部分;Shang 等[5] 通

过最小化局部 Walsh-average 回归方法研究了当误

差分布偏离正态分布时模型的稳健性估计问题;安
佰玲等[6]基于 Profile -Liu 估计研究了部分线性变

系数模型中参数分量的有偏估计问题。
当随机误差服从正态分布时,最小二乘估计法

在线性无偏下是最优的,但是其估计效果容易被异

常值所影响,这也使得最小二乘估计法存在着较大

的局限性,对数据要求较为苛刻。 Koenker 等[7] 提

出了分位数回归方法以弥补最小二乘估计法的不

足,对模型的限制条件较少,不受异常值和误差项分



布的影响,具有较强的稳健性。 贝叶斯估计方法可

以充分利用先验信息推断参数的后验分布,Yu 等[8]

基于非对称拉普拉斯分布实现贝叶斯分位数回归估

计,并通过马尔可夫链蒙特卡洛(MCMC)算法模拟

未知模型参数的后验分布;Wang 等[9] 将分位数应

用到部分线性变系数模型中,用基函数近似估计未

知光滑系数;李灿等[10]基于非对称拉普拉斯分布实

现贝叶斯复合分位数回归估计,用 B-样条基函数近

似估计未知光滑系数,在均方误差预测意义下,贝叶

斯复合分位数方法的预测效果更好;刘艳霞等[11] 利

用函数型主成分分析与 B-样条逼近相结合的方法

对变系数部分函数型线性模型的未知函数系数进行

估计,得到各估计量的渐近性质;Lang 等[12-13] 首次

针对可加模型提出贝叶斯 P -样条,并将贝叶斯 P -
样条应用到广义结构加性回归模型中,随后此方法

得到广泛应用;王纯杰等[14] 将贝叶斯 P -样条应用

于右删失数据,验证了该方法可降低节点选择对估

计的影响;Chen 等[15-16] 利用贝叶斯 P -样条分位数

回归方法,研究了部分线性可加空间自回归模型和

部分线性变系数空间自回归模型的空间数据,并采

用 MCMC 算法探索未知参数的联合后验分布。
本文从贝叶斯角度出发,研究部分线性变系数

模型的分位数回归。 通过贝叶斯分位数回归方法估

计模型的参数部分,进而利用贝叶斯 P-样条方法近

似模型中的非参数函数,并通过数值模拟探究该方

法的有效性。

1　 模型介绍

部分线性变系数模型的一般表现形式如下:
Yi =XT

i β +ZT
i α(Ui) + εi,i = 1,…,n (1)

　 　 其中, Y = (Y1,…,Yn) 是 n 维响应变量向量;
Xi =(X i1,…,X iq) T,Z i =(Z i1,…,Z ip) T 和 U = (U1,
…,Un) T 是解释变量向量; β =(β 1,…,β q) T 是 q 维

未知参数向量; α(·) =(α1(·),α2(·),…,α p(·)) T

是 p 维未知光滑函数向量;在给定 (Xi,Z i,U) 的情

况下, ε =(ε 1,…,ε n) T 是均值为 0、方差有限的 n 维

随机误差向量,每个 ε i 是独立同分布的且独立于

(Xi,Z i,U)。
为模型(1)建立分位数回归模型:

　 ( β̂,α̂(·)) =argmin
β,α

∑
n

i = 1
ρ τ(Yi -XT

i β -ZT
i α(Ui)),

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i = 1,…,n (2)
其中, ρ τ(·) 为损失函数, τ 是分位点。
Yu 和 Moyeed[8]介绍了当误差服从非对称拉普

拉斯分布( ALD )时,即 ε i ~ ALD(0,σ,τ) ,则 Yi ~
ALD(μ,σ,τ) ,其密度函数可以表示如下:

f(Yi | σ,τ) = τ(1 - τ)
σ

exp - ρτ(
Yi - μ

σ
){ } (3)

　 　 其中, μ =
 

XT
i β +ZT

i α(Ui) 是位置参数, σ > 0
是尺度参数, 0 < τ < 1。

则 Yi 的似然函数如下:
　 L(Yi | β,α(·),σ,τ) =

　 　 τn(1 - τ)n

σn exp - ∑
n

i = 1
ρτ

Yi -XT
i β -ZT

i α(Ui)
σ{ } ,

　 　 　 　 　 　 　 i = 1,2,…,n (4)
Kozumi 等[17-18]指出, ALD 可以表示成正态-指

数混合分布,模型(1)可写为:

Yi = XT
i β +ZT

i α(Ui) + θ1ei + θ2σei vi,
 

i = 1,…,n
(5)

其中, θ1 = 1 - 2τ
τ(1 - τ)

,
 

θ2 = 2
τ(1 - τ)

,

　 　 e ~ Exp( 1
σ

) , v ~ N(0,1)。

上式可写为正态分布的形式:
　 Yi ~ N(XT

i β +ZT
i α(Ui) + θ1ei,θ2σei),i = 1,…,n (6)

当误差服从 ALD 时,求解式(2)完全等价于通

过误差服从非对称拉普拉斯分布而形成的似然函数

的最大化。

2　 贝叶斯 P-样条估计

2. 1　 贝叶斯 P-样条近似

针对部分线性变系数模型非参数部分的估计问

题,出现了许多不同的估计方法,如局部多项式估计、
光滑样条估计、核估计等。 在这些方法中,B-样条估

计较为成熟,对于 j = 1,…,p, 假设解释变量的定义

域为 [a,b], 在定义域的等分节点 a < ξ j1 < … <
ξ jm < b 上,非参数部分的未知光滑函数 α(·) 由 m
个内部节点的 k 次 B -样条基函数近似,可以写成

L = k + m + 1 个 B - 样条基函数的线性组合的形

式。 假设 B(Ui) =(B1(Ui),…,BL(Ui)) T 为样条基

函数向量,那么 α j(Ui) 可近似为 BT(Ui)γ j,
 

i = 1,
…,n;

 

j = 1,…,p, 即:

αj(Ui) ≈ ∑
L

r = 1
B jr(Ui)γ jr =BT(Ui)γj (7)

　 　 其中, γ j =(γ j1,…,γ jL) T 为样条系数向量。
则模型(1)可写为:

  

Yi = XT
i β +ZT

i BT(Ui)γj + ε i,i = 1,…,n;
 

j = 1,…,p
(8)
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在 B-样条中,当内部节点 m 过大或过小时,容
易出现过拟合或欠拟合的情况。 因此 Eilers 等[19]

针对这种情况提出了 P-样条方法,即在每个样条系

数上添加一个粗糙惩罚项,公式如下:

L = l(Y | X,Z,β,γ) - λ∑
m

k = t+1
(Δ tγj) 2 (9)

　 　 其中, λ 为惩罚参数; Δ tγ j 为 γ j 的 t 阶差分,通
常情况下取 t = 1 或 t = 2。

根据贝叶斯思想,未知参数可以当作未知的随

机变量,给其赋予先验分布。 Lang 和 Brezger[12]在 P
-样条基础上加入了贝叶斯思想,得到贝叶斯 P -样
条方法,对样条系数 γ j 使用二阶随机游走模型代

替,即样条系数 γ j 取二阶差分,公式如下:
γj = 2γj -1 -γj -2 + ω j (10)

　 　 其中, ω j 是高斯误差, ω j ~ N(0,δ 2
j )。

参数 δ 2
j 用于控制曲线的光滑度。 惩罚参数一

般由交叉验证获得,计算量较大,本文给样条系数 γ
赋予先验,可以避免惩罚参数的选取。 对于样条系

数 γ ,赋予随机游走先验:
    

π(γ j | δ j)∞ ( 1

2πδ 2
j

)
L-t

exp - 1
2δ 2

j

γT
j Hγ j

γ j{ } (11)

其中, t 是随机游走的阶数, Hγ j
是 t 阶随机游

走先验的惩罚矩阵,等于 (Qt -1 × … ×Q0) T(Qt -1 ×
… ×Q0), 其中 Ql 是 (L - l - 1) × (L - 1) 维矩阵,
公式如下:

　
 

Ql =

- 1 1 0 … 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 … 0 - 1 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
  

l = 0,…,t - 1

(12)
超参数 δ 2

j 的先验分布为 δ 2
j ~ IG(aδ,bδ), 其

中,超参数 aδ,bδ 是已知的,通常取 aδ = 1,bδ = 0. 005
或 bδ = 0. 000

 

5。 由于对模型(1)的非参数部分进

行了贝叶斯 P-样条近似,那么部分线性变系数模型

的贝叶斯分位数回归模型可以写成下式:

　 Yi =XT
i β +ZT

i BT(Ui)γ j + θ 1ei + θ 2σei vi,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 i = 1,…,n;

 

j = 1,…,p (13)
2. 2　 参数的条件后验分布

首先为参数 β,e,σ,v 分别选择先验分布 β ~

Nq(μ β,σ β I),
 

e ~ exp( 1
σ

),
 

σ ~ IG(aσ,bσ),
 

v ~

N(0,I)。
其中,超参数 μ β,σ β,aσ,bσ 是已知的。 由式

(5), Yi 的条件概率分布为 Yi ~ N(XT
i β +ZT

i BT(Ui)
γ j + θ 1ei,θ 2σei), 其联合后验密度函数可表示为

π(β,ei,σ, γ j,δ 2
j | Yi) ∝ π(Yi | β,ei,σ, γ j,

δ 2
j )π(β)π(σ)·π(ei)∏

p

j = 1
π(γ j | δ 2

j )π(δ 2
j ), 得到

参数 β,ei,
 

σ,
 

γ j,
 

δ 2
j 的条件后验密度分别为:

(1) π(β | Yi,ei,σ,γ j,δ 2
j ) ∝ π(Yi | β,ei,σ,

γ j,δ 2
j )π(β) ∝ ∏

n

i = 1
∏

p

j = 1
( 1

θ 2σei
exp( - 1

2θ 2σei
(Yi -

XT
i β - ZT

i BT(Ui) γ j - θ1ei)2)exp( - 1
2

(β - μβ)T

(σβ Iq)
-1(β - μβ)) ∝ exp( - 1

2
(β - μ ′

β)T(σ ′
β) -1(β -

μ ′
β)), 其条件后验分布为 β | Yi,ei,σ, γ j,δ 2

j ~

N(μ ′
β,σ ′

β), 其中 μ ′
β = σ ′

β∑
n

i = 1
∑

p

j = 1

1
θ 2σei

(X i(Yi - ZT
i

BT(Ui)γ j - θ 1ei)) + (σ β Iq)
-1μ β,σ ′

β = (∑
n

i = 1

XT
i Xi

θ 2σei
(σ β Iq)

-1) -1。
( 2 ) π(σ | Yi,β,ei, γ j,δ 2

j ) ∝ π(Yi | β,

ei,σ,γ j,δ 2
j )π(σ)π(ei) ∝ ∏

n

i = 1
∏

p

j = 1
( 1

θ 2σei
exp

( - 1
2θ2σei

(Yi - XT
i β - ZT

i BT(Ui) γj - θ1ei)2) 1
σ

exp

( -
ei
σ

))( 1
σ

)
aσ +1

exp( -
bσ

σ
) ∝( 1

σ
)

(3n
2 +aσ +1)

exp

(- 1
σ

(∑
n

i = 1
∑

p

j = 1
( 1

2θ2ei
(Yi -XT

i β -ZT
i BT

i )γ j - θ 1ei) 2 +

ei) + bσ)) ,其条件后验分布为 σ | Yi,ei,β,γ j,δ 2
j

~ IG(a′
σ,b′

σ), 其 中 a′
σ = 3n

2
+ aσ , b′

σ =

∑
n

i = 1
∑

p

j = 1
(

(Yi -XT
i β -ZT

i BT(Ui)γ j - θ 1ei) 2

2θ 2ei
+ ei) +

bσ。
(3) π(ei | Yi,β,σ,γ j,δ2

j ) ∝ π(Yi | β,ei,σ,γ j,

δ2
j )π(ei) ∝ ∏

n

i = 1
∏

p

j = 1
( 1

θ2σei
exp( - 1

2θ2σei
(Yi -XT

i β -

ZT
i BT(Ui) γj - θ1ei)2) 1

σ
exp( -

ei
σ

) ∝ ( 1
ei

)
- 1

2

exp

(- 1
2

(∑
n

i =1
∑

p

j =1

(Yi -XT
i β -ZT

i BT(Ui)γj)2

θ2σ
e -1
i + (

θ 2
1

θ 2σ
+

2
σ

)ei)) ∝( 1
ei

)
- 1

2

exp( - 1
2

(aee
-1
i + beei)), 其条件
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后验分布为 ei | Yi,β,σ,γ j,δ 2
j ~ GIG(λ,ae,be), 其

中 λ = 1
2

,ae = 1
θ2σ

(Yi -XT
i β -ZT

i BT(Ui)γj)2,be =

θ 2
1

θ 2σ
+ 2
σ

,GIG(λ,a,b)表示广义逆高斯分布,其概率密度函

数 为: f(x | λ,a,b) =

x-λ( ab)
λ

2Kλ( ab)
xλ-1exp - 1

2
(ax-1 + bx)( ) ,

 

x > 0, - ∞ < λ

< ∞ ,a,b ≥ 0。
(4) π(γ j | Yi,β,σ,ei,δ2

j ) ∝ π(Yi | β,ei,σ,γj,

δ2
j )π(γ j) ∝∏

n

i = 1
∏

p

j = 1
(exp(- 1

2θ2σei
(Yi -XT

i β -ZT
iBT(Ui)

γj - θ1ei)2exp( - 1
2δ2

j

γT
j Hγ j

γj)) ∝ exp(∑
n

i = 1
∑

p

j = 1
( -

1
2θ2σei

(Yi -XT
i β -ZT

iBT(Ui)γj - θ1ei)2 - 1
2δ2

j

γT
jHγ j

γj))。

(5) π(δ2
j | Yi,β,ei,σ,γj) ∝ π(Yi | β,ei,σ,γj,

δ2
j )π(δ2

j ) ∝ ∏
p

j = 1
(( - 1

2πδ2
j

)
L-t

exp( - 1
2δ2

j

γT
j Hγ j

γj)

( 1
δ2
j

)
aδ+1

exp(-
bδ
δ2
j

)) ∝( 1
δ2
j

)

1
2 (L-t)+aδ+1

exp(∑
p

j = 1
- 1

2δ2
j

(γT
j

Hγ j
γj +

 

2bδ)), 其条件后验分布为 δ2
j | Yi,β,σ,γj,ei ~

IG(a′
δ,b′δ), 其中a′

δ =
1
2

(L - t) + aδ,b′δ = ∑
p

j = 1

1
2

(γT
jHγ j

γj + 2bδ)。
2. 3　 MCMC 算法

在贝叶斯算法中, Gibbs 抽样和 Metropolis -
Hastings(MH)算法是最简单且应用最广泛的两种

抽样方法[20] 。 本文主要是基于 Gibbs 和 MH 算法

对模型的参数进行估计。
未知参数 β,e,σ,δ 2 的条件后验分布是标准分

布,可直接通过 Gibbs 抽样从后验条件分布抽取样

本观测值。 未知参数 γ 的条件后验分布为非标准

分布,无法从特定的分布中抽取,所以采用 MH 算法

对其进行抽样。 结合 Gibbs 抽样和 MH 算法的混合

算法的具体步骤如下:
步骤 1 　 给定目标平稳分布 π(β,e,σ,γ,δ 2,

Y,X,Z,U), 假设迭代次数为 N, 在第 A 次迭代时开

始收敛;
 

步骤 2　 给定初始值 β(0) ,σ(0) ,e(0) ,(δ2)(0) ,γ(0) ;
步骤 3　 对于 t = 1,2,…,A,…,N, 假设第 t - 1

次迭代的估计值为 (β ( t -1) ,e( t -1) ,σ ( t -1) , (δ 2) ( t -1) ,
γ( t -1) ), 利用 Gibbs 抽样,执行以下步骤:

(1) 从条件后验分布 π(β | Y,e( t -1) ,σ ( t -1) ,
(δ 2) ( t -1) ,γ( t -1) ) 中抽取观测值 β ( t) , 用 β ( t) 更新

β;
(2) 从条件后验分布 π(e | Y, β ( t -1) ,σ ( t -1) ,

(δ 2) ( t -1) ,γ( t -1) ) 中抽取观测值 e( t) , 用 e( t) 更新 e;
(3) 从条件后验分布 π(σ | Y, β ( t -1) ,e( t -1) ,

(δ 2) ( t -1) ,γ( t -1) ) 中抽取观测值 σ ( t) , 用 σ ( t) 更新

σ;
(4) 从条件后验分布 π(δ 2 | Y, β ( t -1) ,e( t -1) ,

σ ( t -1) ,γ( t -1) ) 中抽取观测值 (δ 2) ( t) , 用 (δ 2) ( t) 更

新 δ 2;
步骤 4　 利用 MH 算法,选取合适的建议分布

N(γ,σ2
1I), 其中调节参数 σ1 是事先给定的。 从建

议分布中随机产生一个观测值 γ∗, 从 U(0,1) 随机

抽取一个数 u, 如果

u ≤ min 1,π(γ∗ | Y,
  

β(t-1),σ(t-1),e(t-1),(δ2)(t-1))
π(γ(t-1) | Y,

 

β(t-1),σ(t-1),e(t-1),(δ2)(t-1))( ) 成

立, 则令 γt =γ∗, 否则令 γt =γt -1;
步骤 5　 重复步骤 3 和步骤 4,迭代 N 次,返回

样本序列 ( β (1) ,e(1) ,σ (1) , (δ 2) (1) , γ(1) ), ( β (2) ,
e(2) ,σ (2) ,

 

(δ 2) (2) , γ(2) ),…, ( β (A) ,e(A) ,σ (S) ,
(δ 2) (A) ,γ (A) ),…,(β (N) ,e(N) ,σ (N) ,(δ 2) (N) ,γ(N) );

步骤 6 　 输出样本 ( β ( t) ,e( t) ,σ ( t) , (δ 2) ( t) ,
γ( t) ),t = 1,2,…,A,…,N。

将抽样获得的样本取均值即为参数 β,e,σ,δ 2,
γ 的估计值。

3　 数值模拟

基于上述理论研究,假定模型为 Y = X1 + 2X2 +
2sin(2πU)Z1 +(1 - 2U) 2Z2 + ε, 利用 R 软件进行

随机模拟,分别取样本量 n = 100, n = 200,X =
(X1,X2) T,Z =(Z1,Z2) T,

 

X i ~ N(0,I2),Z i ~ N(0,
I2) , U ~ N(0,I) , ε ~ N(0,1), 其中 α1(U) =
2sin(2πU),α2(U) =(1 - 2U) 2,

 

β =(1,2) T 。 假设

m = 15, k = 2, L = 18,根据各未知参数的条件后验分

布,利用 Gibbs 抽样和 MH 算法分别在分位数 τ =
0. 1,0. 3,0. 5,0. 7,0. 9 处进行参数估计,把得到的

样本均值作为未知参数的最终估计值。
在样本量 n 分别为 100 和 200 时,参数 β 1 和 β 2

在不同分位数下的均值、中位数、最小值以及最大值

的估计效果见表 1,可以看出参数的估计值较为接

近真实值,效果较好。
　 　 考虑 3 种类型的误差分布:标准正态分布 N(0,
1) 、自由度为 3 的 t 分布 t(3)、 自由度为 2 的 χ 2 分
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布 χ 2(2)。 在分位数 τ = 0. 3,0. 5,0. 7 下,对每一种

误差分布生成 100 个数据集,并分别使用贝叶斯 P-
样条和 B-样条方法进行估计。 两种估计方法的比

较结果见表 2,可以看出在不同的误差分布下,贝叶

斯 P-样条方法拥有较小的均方误差 (MSE) 和标准

差(SD), 说明其估计效果要优于 B-样条方法。

表 1　 不同分位点上参数估计结果

Table
 

1　 Parameter
 

estimation
 

results
 

at
 

different
 

loci

τ 参数 真值
样本 (n = 100)

均值 中位数 最小值 最大值

样本 (n = 200)

均值 中位数 最小值 最大值

0. 1 β1 1 1. 032
 

1
 

1. 041
 

3
 

0. 992
 

3
 

1. 210
 

5
 

1. 023
 

3
 

1. 022
 

5
 

0. 954
 

5
 

1. 115
 

6
 

β2 2 2. 104
 

0
 

2. 119
 

4
 

1. 987
 

2
 

2. 156
 

9
 

1. 971
 

6
 

1. 975
 

4
 

1. 934
 

5
 

2. 007
 

2
 

0. 3 β1 1 0. 965
 

8
 

0. 995
 

1
 

0. 893
 

9
 

1. 154
 

4
 

1. 004
 

1
 

1. 007
 

9
 

0. 963
 

1
 

1. 036
 

6
 

β2 2 2. 023
 

9
 

2. 025
 

9
 

1. 937
 

9
 

2. 208
 

1
 

2. 011
 

3
 

2. 012
 

9
 

1. 978
 

6
 

2. 117
 

4
 

0. 5 β1 1 0. 997
 

8
 

1. 007
 

5
 

0. 955
 

4
 

1. 035
 

6
 

0. 982
 

9
 

0. 981
 

9
 

0. 956
 

2
 

1. 092
 

2
 

β2 2 1. 994
 

9
 

1. 996
 

8
 

1. 952
 

7
 

2. 026
 

4
 

1. 992
 

2
 

1. 992
 

6
 

1. 954
 

1
 

2. 025
 

3
 

0. 7 β1 1 1. 045
 

5
 

1. 034
 

1
 

0. 972
 

4
 

1. 109
 

8
 

0. 988
 

2
 

0. 995
 

3
 

0. 899
 

7
 

1. 018
 

7
 

β2 2 1. 993
 

4
 

1. 983
 

8
 

1. 943
 

8
 

2. 076
 

6
 

2. 106
 

7
 

2. 121
 

2
 

1. 986
 

3
 

2. 244
 

5
 

0. 9 β1 1 0. 994
 

1
 

0. 994
 

7
 

0. 971
 

3
 

1. 133
 

1
 

1. 029
 

4
 

1. 033
 

0
 

0. 985
 

7
 

1. 053
 

8
 

β2 2 2. 056
 

0
 

2. 044
 

7
 

1. 938
 

7
 

2. 248
 

8
 

2. 015
 

4
 

2. 015
 

4
 

1. 930
 

1
 

2. 067
 

7
 

表 2　 两种估计方法的均方误差和标准差

Table
 

2　 Mean
 

square
 

error
 

and
 

standard
 

deviation
 

of
 

the
 

two
 

estimation
 

methods

误差分布 τ 参数
贝叶斯 P-样条

MSE SD

B-样条

MSE SD

ε ~ N(0,1) 0. 3 β1 0. 008
 

7 0. 047
 

3 0. 019
 

1 0. 059
 

8

β2 0. 004
 

6 0. 039
 

7 0. 009
 

3 0. 061
 

9

0. 5 β1 0. 005
 

7 0. 039
 

9 0. 023
 

7 0. 065
 

8

β2 0. 003
 

0 0. 017
 

3 0. 006
 

9 0. 036
 

1

0. 7 β1 0. 010
 

2 0. 033
 

6 0. 017
 

4 0. 065
 

0

β2 0. 004
 

1 0. 044
 

1 0. 006
 

7 0. 047
 

9

ε ~ t(3) 0. 3 β1 0. 002
 

7 0. 035
 

0 0. 029
 

3 0. 045
 

4

β2 0. 000
 

7 0. 032
 

7 0. 005
 

4 0. 072
 

4

0. 5 β1 0. 011
 

6 0. 028
 

4 0. 036
 

5 0. 039
 

9

β2 0. 005
 

7 0. 030
 

0 0. 007
 

1 0. 046
 

4

0. 7 β1 0. 004
 

0 0. 048
 

1 0. 017
 

8 0. 065
 

8

β2 0. 002
 

9 0. 039
 

1 0. 003
 

3 0. 040
 

5

ε ~ χ2(2) 0. 3 β1 0. 001
 

8 0. 039
 

6 0. 003
 

9 0. 043
 

7

β2 0. 002
 

2 0. 033
 

2 0. 013
 

9 0. 056
 

9

0. 5 β1 0. 000
 

4 0. 064
 

6 0. 007
 

4 0. 064
 

1

β2 0. 006
 

2 0. 028
 

0 0. 028
 

1 0. 057
 

3

0. 7 β1 0. 003
 

5 0. 015
 

6 0. 023
 

4 0. 046
 

5

β2 0. 003
 

9 0. 024
 

8 0. 008
 

9 0. 057
 

1

　 　 为检验贝叶斯 P-样条方法的收敛性,利用图像

法进行判断,参数 β1 和 β2 的迭代轨迹图如图 1 所示

设定 MCMC 算法抽样的迭代次数为 6
 

000,燃烧次

数为 1
 

000。
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由于在不同的样本量及另外 4 种分位数水平下

的结果相似,图 1 只展示了当 n = 100,τ = 0. 5 时,3
种误差分布下参数 β1 和 β2 的迭代轨迹图。 由图 1
可知,得到后验抽样值是快速收敛的,说明贝叶斯

P-样条方法有较好的收敛性。
　 　 n = 100 和 n = 200 下,样条函数 α1(U) 和

α2(U) 的拟合图如图 2 和图 3 所示。 可以看出贝叶

斯 P-样条的拟合图像具有较好的拟合效果。

1.4

1.0

0.6
0 1000 3000 5000

迭代次数

β1

ε-
N
(0
,1
)

2.4

2.0

1.6
0 1000 3000 5000

迭代次数

β2

(a)误差分布为N(0,1)时，参数β1和β2的迭代轨迹图

1.4

1.0

0.6

0 1000 3000 5000
迭代次数

ε-
t(3

)

2.3

2.0

1.7

迭代次数
(b)误差分布为t(3)时，参数β1和β2的迭代轨迹图

0 1000 3000 5000

1.4

1.0

0.6

0 1000 3000 5000
迭代次数

ε-
χ2
(2
)

2.4

2.0

1.6

迭代次数
0 1000 3000 5000

(c)误差分布为χ2(2)时，参数β1和β2的迭代轨迹图

图 1　 参数迭代轨迹图

Fig. 1　 Parameter
 

iteration
 

trajectory
 

diagram

2

1

0

-1

-2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Actual
P-spline

α 1
(u
)

P-splineApproximationof2sin(2πU)

u

150

100

50

0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Actual
P-spline

α 2
(u
)

P-splineApproximationof(1-2U)2

u

(a)
 

α1(U) = 2sin(2πU) 的拟合图　 　 　 　 　 　 (b)
 

α2(U) = (1 - 2U) 2 的拟合图

图 2　 n=100 时,贝叶斯 P-样条下函数的拟合图

Fig.
 

2　 Plots
 

of
 

the
 

fit
 

of
 

the
 

function
 

under
 

Bayesian
 

P-splines
 

for
 

n=100

2

1

0

-1

-2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Actual
P-spline

α 1
(u
)

P-spineApproximationof2sin(2πU)

u

150

100

50

0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Actual
P-spline

α 2
(u
)

P-spineApproximationof(1-2U)2

u

(a)
 

α1(U) = 2sin(2πU) 的拟合图　 　 　 　 　 　 (b)
 

α2(U) = (1 - 2U) 2 的拟合图

图 3　 n=200 时,贝叶斯 P-样条下函数的拟合图

Fig.
 

3　 Plots
 

of
 

the
 

fit
 

of
 

the
 

function
 

under
 

Bayesian
 

P-splines
 

for
 

n=200
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4　 结束语

本文利用贝叶斯 P -样条估计方法研究了部分

线性变系数模型的分位数回归参数估计问题,并与

李灿等[21]所用的 B-样条估计方法进行比较。 随机

模拟结果表明,在均方误差和标准差准则下,贝叶斯

P-样条估计方法估计效果更稳定,更接近真实值。
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