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一种高效的图编辑距离计算方法

陈梓扬， 王　 璿， 周军锋， 陈子阳
（东华大学 计算机科学与技术学院， 上海 ２０１６２０）

摘　 要： 图编辑距离是用来衡量图相似性的一个重要方法，在很多领域都有应用。 图编辑距离问题是 ＮＰ－Ｈａｒｄ 问题，现有图

编辑距离算法主要基于顶点映射搜索，由于搜索空间大，时间和空间效率较低。 本文提出一个高效的基于 Ａ∗的图编辑距离

算法，针对图对称性引起的映射冗余问题，利用 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 方法，通过减少扩展映射数量，提高算法的运行效率。 最

后，在真实数据集上进行实验，实验结果验证了其优化效果。
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０　 引　 言

图可以用来表示对象之间复杂的关系，因此在

很多领域有着大量应用。 分析并管理图数据有很多

基本问题需要解决，近年来针对这些问题有大量研

究。 在这些问题中，如何衡量两个图的相似性是很

多应用的基础。 例如，图的分类，图的聚类以及图的

相似性查找等等。
近年来，研究者们提出了诸多的图相似性计算

方法［１］，在这些方法中，基于图编辑距离 （ Ｇｒａｐｈ
Ｅｄｉｔ Ｄｉｓｔａｎｃｅ）的方法受到了很多关注，因为其适用

于多种类型的图。 图编辑距离是指将一个图转变为

另一个图所需要的最小操作数量，可以用来衡量两

个图的相似程度。 图编辑距离问题是一个 ＮＰ －
Ｈａｒｄ 问题［２］，时间和空间都有很大的开销。 因此，
图编辑距离算法需要解决复杂度过高带来的开销过

大的问题。
现有的图编辑距离算法主要通过搜索顶点之间

的映射来进行，搜索过程可以视为扩展搜索树的过

程，搜索树的结点即顶点的映射。 现有方法可以被

分为两类：最佳优先搜索和深度优先搜索。 最佳优

先搜索基于经典的 Ａ∗搜索算法（Ａ∗ ＿ＧＥＤ），在搜

索时优先扩展编辑代价，估计值最小的映射，搜索到

的第一个完整映射对应的编辑代价就是图编辑距

离。 深度优先搜索（ＤＦ＿ＧＥＤ）则优先扩展搜索树中

层次更深的映射，直到遍历完所有完整映射，取其中

最小的编辑代价作为图编辑距离。
Ａ∗＿ＧＥＤ 会占用大量空间，而 ＤＦ＿ＧＥＤ 在找到

局部最优解时会产生大量回溯，消耗大量时间［３］，
效率不如 Ａ∗＿ＧＥＤ。 针对 Ａ∗ ＿ＧＥＤ 搜索空间过大

的问题，本文利用 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 方法，通过降

低扩展映射数量，可以同时降低时间和空间开销。
１　 相关工作

１．１　 问题定义

定义 １　 图 Ｇ 为一个三元组，即 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，ｌ）。
其中， Ｖ 表示点的集合； Ｅ ＝ Ｖ × Ｖ 表示边的集合；令
Σ 表示标签集合， ｌ：Ｖ∪Ｅ→Σ表示图中顶点或边到

对应标签的映射。
定义 ２　 编辑操作有 ６ 种，即点或边的删除、插



入和替换。 假设存在点 ｕ ， ｖ 和空点 ε ，则点 ｕ 的删

除操作表示为 ｕ → ε( ) ，点 ｖ 的插入操作表示为

ε → ｖ( ) ，点 ｕ 替换为点 ｖ 表示为 （ｕ → ｖ） ；边的 ３
种操作的表示方法与此类似。

定义 ３　 如果图 ｑ 和图 ｇ 满足以下 ４ 个条件，则
称 ｑ 与 ｇ 同构：

（ａ）存在一个从 Ｖ（ｑ） 到 Ｖ（ｇ） 的双射 ｆ ；
（ｂ） ｌ ｖ( ) ＝ ｌ ｆ ｖ( )( ) ，∀ｖ ∈ Ｖ（ｑ） ；
（ｃ） ｖ，ｖ＇( ) ∈ Ｅ（ｑ） ，当且仅当 （ ｆ（ｖ），ｆ（ｖ’））

∈ Ｅ（ｇ） ；
（ ｄ ） ｌ ｖ，ｖ’( ) ＝ ｌ ｆ ｖ( ) ，ｆ ｖ’( )( ) ，∀（ｖ，ｖ＇） ∈

Ｅ（ｑ）。
定义 ４　 编辑图 ｑ ，使得其于图 ｇ 同构，把这一

系列编辑操作的序列集合记为 ｋ，ｅｉ 表示第 ｉ 步编辑

操作， ｋ ＝ （ｅ１，…，ｅｉ，…，ｅｎ），则称 ｋ 为图 ｑ 和 ｇ 间的

编辑路径。 在图 ｑ 和 ｇ 间的所有编辑路径中，长度

最短的路径成为最优编辑路径。
定义 ５　 在图 ｑ 和 ｇ 间的所有编辑路径中，长度

最短的路径成为最优编辑路径。 图编辑距离是最优

编辑路径的长度，记作 δ（ｑ，ｇ）。
直接使用定义 ５ 进行图编辑距离计算，需要枚

举编辑路径，代价很大。 目前常通过顶点映射定义

图编辑距离［４］。 不失一般性，规定 Ｖ ｑ( ) ＝｜ Ｖ（ｇ）
｜ 。 Ｖ（ｑ） 与 Ｖ ｇ( ) 之间可以建立一一映射关系 ｆ
（以下简称映射）。

对于某一个完整映射 ｆ ，定义编辑代价 δｆ（ｑ，
ｇ）。

定义 ６ 　 遵循映射 ｆ （即 ｖ ∈ Ｖ ｑ( ) ，ｆ（ｖ） ∈
Ｖ（ｇ）） 前提下， 将图 ｑ 转化使得其与图 ｇ 同构所需

的最小代价，记作 δｆ（ｑ，ｇ）。
对于部分映射 ｆ ，定义编辑代价下界 δ ｆ( ) 。
定义 ７　 对于所有由 ｆ 扩展得到的完整映射， ｆ

的编辑代价下界不超过其编辑代价的最小值，记作

δ ｆ( ) 。
因此，可以给出基于映射的图编辑距离定义。
定义 ８　 图编辑距离可以用式（１）定义：
δ（ｑ，ｇ） ＝ ｍｉｎ

ｆ∈Ｆ（ｑ，ｇ）
δｆ（ｑ，ｇ） （１）

其中， Ｆ（ｑ，ｇ） 表示所有从 Ｖ ｑ( ) 到 Ｖ（ｇ） 的映

射。 因此，计算图编辑距离，可以通过搜索编辑代价

值最小的顶点映射进行。
１．２　 相关算法

已有不少工作基于搜索顶点映射进行图编辑距

离计算。 现有算法从空映射开始，逐个映射顶点搜

索编辑代价最小的完整映射。 由于图编辑距离问题

是 ＮＰ－Ｈａｒｄ 问题，搜索空间的大小与顶点数量呈指

数关系。 为了提高搜索效率，需要采取一些搜索策

略。
１．２．１　 最佳优先搜索

目前最佳优先搜索主要基于 Ａ∗ 搜索算法［５］。
Ａ∗搜索算法维护一个搜索前缘，由一个优先队列 Ｑ
组成，算法初始状态下，队列中只有一个空映射，接
着开始迭代。 每次迭代，Ａ∗都会从 Ｑ 中取出一个编

辑代价下界最小的映射，并对其进行扩展，即计算子

映射的编辑代价下界，并将其加入到队列中。 Ａ∗算

法能够保证，第一个从队列中取出的完整映射，其编

辑代价等于图编辑距离［３］。 Ａ∗ ＿ＧＥＤ 需要在优先

队列中保存大量中间搜索状态，占用大量空间。
１．２．２ 深度优先搜索

Ａ∗＿ＧＥＤ 的问题是需要占用大量空间，近来有

研究采用深度优先搜索来避免这一问题。 深度优先

搜索需要维护一个 δ（ｑ，ｇ） 的上界 δ（ｑ，ｇ）， 是搜索

过程中遇到的完整映射编辑代价的最小值。 ＤＦ＿
ＧＥＤ 利用编辑代价下界来对搜索树进行剪枝［６－７］。

如果遍历到的部分映射 ｆ 满足 δＬＳ ｆ( ) ≥ δ（ｑ，ｇ）， 那

么以这个映射为根结点的子树会被剪枝。 否则，
ＤＦ＿ＧＥＤ会访问它的所有子映射，并对子映射进行

扩展。 虽然空间占用优于 Ａ∗ ＿ＧＥＤ，ＤＦ＿ＧＥＤ 通常

会陷入局部最优解中，在搜索树的某个子树上进行

大量的回溯，花费大量的时间，相比 Ａ∗ ＿ＧＥＤ 效率

很低［８］。 本文常用符号见表 １。

表 １　 常用符号

Ｔａｂ． １　 Ｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙ ｕｓｅｄ ｎｏｔａｔｉｏｎｓ

符号 描述

ｑ，ｇ 目标图 ｑ， 查询图 ｇ

Ｖ（ｑ），Ｅ（ｑ） ｑ 顶点数和边数

δ（ｑ，ｇ） ｑ， ｇ 之间的图编辑距离

δ
－
（ｑ，ｇ） δ（ｑ，ｇ） 的上界

ｆ 从 Ｖ（ｑ） 到 Ｖ（ｇ） 的（部分）映射

δｆ（ｑ，ｇ） 完整映射 ｆ 对应的编辑代价

ｑ［ ｆ］ ｑ 中对应于映射 ｆ 已映射部分的子图

ｑ ＼ ｆ ｑ 中除去 ｑ［ ｆ］ 剩下的子图

δ ｑ ＼ ｆ，ｇ ＼ ｆ( ) 将 ｑ ＼ ｆ 编辑为 ｇ ＼ ｆ 的编辑代价下界

Ｙ（Ｓ１，Ｓ２） ｍａｘ Ｓ１ ， Ｓ２{ } －｜ Ｓ１ ∩ Ｓ２ ｜

δ（ ｆ） ｆ 的编辑代价下界

Ｎ（ｕ） 顶点 ｕ 的邻接信息

ｃｏｄｅ ｆ( ) 映射 ｆ 等价类编码
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２　 Ａ∗＿ＧＥＤ 与优化方法

２．１　 Ａ∗＿ＧＥＤ
Ａ∗＿ＧＥＤ 算法根据映射 ｆ 的编辑代价下界 δ ｆ( )

启发式搜索，优先选择 δ ｆ( ) 最小的映射进行扩展。
算法维护一个优先队列 Ｑ ，初始状态下，队列中只

有一个空映射，接着开始迭代。 每次迭代，Ａ∗都会

从 Ｑ 中取出一个编辑代价下界 δ ｆ( ) 最小的映射 ｆ，
并对其扩展，即计算其子映射的编辑代价下界，并将

子映射加入到队列中。 Ａ∗＿ＧＥＤ 算法能够保证第一

个从队列中取出的完整映射，对应的编辑代价等于

图编辑距离［３］。
例如，图 １ 是查询图和目标图，图 ２ 是对其进行

映射搜索产生的映射搜索树， π 表示顶点映射顺

序，树结点表示映射，树结点旁的 （ｕ，δ ｆ( ) ）， 表示

将 ｖｉ 映射到 ｕ ，形成的部分映射的编辑代价下界为

δ ｆ( ) 。 如， ｆ５ ＝ ｛ｖ１ → ｕ１，ｖ２ → ｕ２，｝，δ ｆ( ) ＝ ２。 在图

２ 中，一开始队列 Ｑ ＝ ｛ ｆ０｝。 第一次迭代，取出 ｆ０，
加入其子映射，之后 Ｑ ＝ ｛ ｆ１， ｆ２， ｆ３， ｆ４｝。 第二次迭

代，从中取出编辑代价下界最小的 ｆ１ ，放入其子映

射 ｛ ｆ５，ｆ６，ｆ７｝ ，使得 Ｑ ＝ ｛ ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５，ｆ６，ｆ７｝。 第三次

迭代，得到 Ｑ ＝ ｛ ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ６，ｆ７，ｆ８，ｆ９｝ ，以此类推，直
到取出的映射是完整映射。 在图 ２ 的搜索树上运行

Ａ∗算法，最终得到的完整映射是 ｆ１２ ，其编辑代价是

４，则图 ｑ，ｇ 的图编辑距离为 ４。 为了图示的简洁，
映射没有全部画出。
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图 １　 查询图 ｑ 与目标图 ｇ
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图 ２　 映射搜索树

Ｆｉｇ． ２　 Ｖｅｒｔｅｘ ｍａｐｐｉｎｇ ｓｅａｒｃｈ ｔｒｅｅ

　 　 Ａ∗＿ＧＥＤ 算法存在扩展冗余映射的问题。 由于

图存在对称性，搜索树中很多映射是等价的。 在搜

索时，重复扩展这些相同的中间映射，会浪费大量的

时间和空间。 例如，图 １ 中，顶点 ｕ３ 和 ｕ４ 事实上是

等价的。 扩展映射 ｆ５ ＝ ｛ｖ１ → ｕ１，ｖ２ → ｕ２｝ 时，需要

为 ｖ３ 选择映射顶点，可能的顶点有 ｕ３ 和 ｕ４， 即子映

射有 ｆ８ ＝ ｛ｖ１ → ｕ１，ｖ２ → ｕ２，ｖ３ → ｕ３｝， ｆ９ ＝ ｛ｖ１ → ｕ１，
ｖ２ → ｕ２，ｖ３ → ｕ４｝。 由于 ｕ３ 和 ｕ４ 顶点标签一致，邻
接关系也一致，因此与 ｖ３ 匹配产生编辑代价下界是

相等的， δ ｆ８( ) ＝ δ ｆ９( ) ＝ ４。 不仅如此，以其为根的

子树也是等价的。 也就是说，在搜索树中， ｆ８ 与 ｆ９ 只
需要保留其中一个。

实际应用中，图的对称性很普遍。 比如有些化

合物的分子式，内部存在大量等价的顶点。 对其进

行图编辑距离的计算，会因为对称性浪费大量的时

间空间。
本文利用 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 消除对称性引起

的冗余映射，从而降低时空开销，提高计算效率。
２．２　 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ

Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 是一个用来打破图的对称

性的方法。 Ｇｒｏｃｈｏｗ 等曾把其应用在 ｍｏｔｉｆ 发现问

题中［９］；Ｃｈｅｎ 等提出的 ＧＥＤ 计算方法曾使用过类

似的思想来消除 ＧＥＤ 计算过程中产生的重复中间

映射，但消除对称性的程度不高［３］。 当对称的顶点

相互连接，例如图 ２ 中 ｕ３，ｕ４ 顶点，该方法无法消除

对称性。 本文提出的方法能更好地消除对称性。
对于 Ｖ（ｇ） 中的每一个顶点 ｕ ，定义其邻接信

息为 Ｎ ｕ( ) ＝ ｛ ｖ，ｌ ｕ，ｖ( )( ) ：ｖ ∈ Ｖ ｇ( ) ∧ ｕ，ｖ( ) ∈
Ｅ ｇ( ) ｝。 Ｎ（ｕ） ／ ｕ＇ ＝ ｛ ｖ，ｌ ｕ，ｖ( )( ) ：ｖ ∈ Ｖ ｇ( ) ∧
ｕ，ｖ( ) ∈ Ｅ ｇ( ) ∧ ｖ≠ ｕ＇｝， 表示 Ｎ（ｕ） 除去 ｖ＇ 的邻接

信息。
定义 ９　 等价顶点： 对于 ｕ，ｖ∈ Ｖ ｇ( ) ，ｕ 等价于

ｖ， 记作 ｕ ～ ｖ。 ｕ ～ ｖ 当且仅当 ｌ（ｕ） ＝ ｌ（ｖ） 并且

Ｎ（ｕ） ／ ｖ ＝ Ｎ（ｖ） ／ ｕ。
例如　 图 ２ 中， Ｎ（ｕ３） ／ ｕ４ ＝ Ｎ（ｕ４） ／ ｕ３ ＝ ｛（ｕ１，

ｃ）｝。 根据顶点之间的等价关系，可以将 Ｖ（ｇ） 划分

为 λｇ 个等价类 Ｖ１
ｇ ，Ｖ２

ｇ … Ｖλｇ
ｇ 。 如果 ｕ ∈ Ｖｉ

ｇ ，就说 ｕ
属于 ｉ 类，记作 θ ｕ( ) ＝ ｉ。 例如，可以将图 ２ 中的

Ｖ（ｇ） 划分为 ３ 个等价类， θ ｕ１( ) ＝ １，θ ｕ２( ) ＝ ２，
θ ｕ３( ) ＝ θ ｕ４( ) ＝ ３。

对于一个映射 ｆ ＝ ∪ ｆ
ｌ ＝ １｛ｖｉｌ → ｕｊｌ｝， 可以根据等

价类关系给出一个等价类编码。 ｃｏｄｅ ｆ( ) ＝ （θ（ｕｊ１），
…，θ（ｕｊ ｆ

））。 例如， ｃｏｄｅ ｆ８( ) ＝ ｃｏｄｅ ｆ９( ) ＝ （１，２，
３）。 可以证明，如果使用 ＬＳ 或 ＬＳａ 的编辑代价下

界估计方法，对于等价类编码相同的两个映射，其编

６９ 智　 能　 计　 算　 机　 与　 应　 用　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 １０ 卷　



辑代价下界是相等的，可以视为等价映射。
定理 １ 　 若 ｃｏｄｅ ｆ１( ) ＝ ｃｏｄｅ ｆ２( ) ， 则 δ ｆ１( ) ＝

δ ｆ２( ) 。
证明　 为叙述清晰，证明以 ＬＳ 算法为例，ＬＳａ

算法同理。 δ ｆ( ) ＝ δｆ ｑ ｆ[ ] ，ｇ ｆ[ ]( ) ＋ δ ｑ ＼ ｆ，ｇ ＼ ｆ( ) ＝
δｆ ｑ ｆ[ ] ，ｇ ｆ[ ]( ) ＋ Ｙ ＬＶ ｑ ＼ｆ( ) ，ＬＶ ｇ ＼ｆ( )( ) ＋ Ｙ（ＬＥ ｑ ＼ｆ( ) ，
ＬＥ ｇ ＼ ｆ( ) ） ［８］。 其中， ｑ ｆ[ ] 和 ｇ ｆ[ ] 分别为 ｑ 和 ｇ 的

已映射部分， ｑ ＼ ｆ 和 ｇ ＼ ｆ 分别表示 ｑ 和 ｇ 的未映射部

分。 ＬＶ ｑ ＼ ｆ( ) 表示 ｑ ＼ ｆ 中包含的顶点标签集合，
ＬＶ ｇ ＼ ｆ( ) 同理。 ＬＥ ｑ ＼ ｆ( ) 表示 ｑ ＼ ｆ 中包含的边标签集

合， ＬＥ ｇ ＼ ｆ( ) 同 理。 由 δｆ 的 算 法 易 得

δｆ１ ｑ ｆ１[ ] ，ｇ ｆ１[ ]( ) ＝ δｆ２ ｑ ｆ２[ ] ，ｇ ｆ２[ ]( ) 。 Ｙ Ｓ１，Ｓ２( ) ＝
ｍａｘ Ｓ１ ， Ｓ２{ } －｜ Ｓ１ ∩ Ｓ２ ｜ 是集合 Ｓ１，Ｓ２ 之间的

编辑距离［８］。 ｆ１ 与 ｆ２ 定义域相同，则 ＬＶ ｑ ＼ ｆ１( ) ＝
ＬＶ ｑ ＼ ｆ２( ) ，ＬＥ ｑ ＼ ｆ１( ) ＝ ＬＥ ｑ ＼ ｆ２( ) 。 根据等价类的定

义， 显 然 ＬＶ ｇ ＼ ｆ１( ) ＝ ＬＶ ｇ ＼ ｆ２( ) ， ＬＥ ｇ ＼ ｆ１( ) ＝
ＬＥ ｇ ＼ ｆ２( ) 。 所 以 Ｙ ＬＶ ｑ ＼ ｆ１( ) ，ＬＶ ｇ ＼ ｆ１( )( ) ＋
Ｙ ＬＥ ｑ ＼ ｆ１( ) ，ＬＥ ｇ ＼ ｆ１( )( ) ＝ Ｙ（ＬＶ ｑ ＼ ｆ２( ) ， ＬＶ ｇ ＼ ｆ２( ) ）
＋ Ｙ ＬＥ ｑ ＼ ｆ２( ) ，ＬＥ ｇ ＼ ｆ２( )( ) 综上， δ ｆ１( ) ＝ δ ｆ２( ) 。

在扩展子映射时，对于等价类编码相同的子映

射，如果只保留其中一个，就可以避免大量重复的时

间和空间消耗，定理 １ 证明了该做法的正确性。 算

法 １ 是消除等价顶点重复性的 Ａ∗ ＿ＧＥＤ 算法。 从

第 ９ 行到第 １２ 行，在为 ｖｉ ＋１ 计算候选映射顶点集合

时，去掉了等价类相同的点。
算法 １　 Ａ∗＿ＧＥＤ ｗｉｔｈ Ｓｙｍｍｅｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ

输入：图 ｑ，ｇ
输出： ｑ 与 ｇ 的图编辑距离 δ ｑ，ｇ( )

（１）ｇｅｎｅｒａｔｅ ｍａｐｐｉｎｇｏｒｄｅｒ π ＝ （ｖ１，ｖ２，ｖ３，…，ｖ｜ Ｖ（ｑ） ｜ ）
（２）ｃｏｍｐｕｔｅ θ ｕｉ( ) ｆｏｒ ｅａｃｈ ｕｉ ∈ Ｖ（ｇ）
（３）ｉｎｉｔ ｐｒｉｏｒｉｔｙｑｕｅｕｅ Ｑ， ｐｕｓｈ ｅｍｐｔｙｎｏｄｅ （Ø，０，０）
（４）ｗｈｉｌｅ Ｑ ≠ ｄｏ
（５）　 ｐｏｐ （ ｆ，ｉ，δ ｆ( ) ） ｆｒｏｍ Ｑ
（６）　 ／ ∗ｆｕｌｌ ｍａｐｐｉｎｇ ｆｏｕｎｄ， ｒｅｔｕｒｎ∗ ／
（７）　 ｉｆ ｉ ＝｜ Ｖ（ｑ） ｜ ｔｈｅｎ ｒｅｔｕｒｎ δ（ ｆ）
（８）　 　 ／ ∗ ｃｏｍｐｕｔｅ ｃａｎｄｉｄａｔｅｓ ｆｏｒ ｖｉ ＋１ ∗ ／
（９）　 Ｃ ｖｉ ＋１( ) ← Ø
（１０）　 ｆｏｒ ｅａｃｈ ｕｉ ∈ Ｖ（ｇ ＼ ｆ） ｄｏ
（１１）　 　 ｉｆ  ｕ ｊ ∈ Ｃ ｖｉ ＋１( ) ，θ（ｕ ｊ） ＝ θ ｕｉ( ) ｔｈｅｎ
（１２）　 　 　 ａｄｄ ｕｉ ｔｏ Ｃ ｖｉ ＋１( )

（１３）ｅｘｔｅｎｄ （Ｑ，ｆ，ｉ ＋ １，Ｃ ｖｉ ＋１( ) ）
（１４）Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｅｘｔｅｎｄ （Ｑ，ｆ，ｊ，Ｃ（ｖｊ））
（１５）ｆｏｒ ｅａｃｈ ｕｉ ∈ Ｃ ｖｊ( ) ｄｏ
（１６）　 ｃｏｍｐｕｔｅ δ（ ｆ ∪ ｛ｖｊ → ｕｉ｝）

（１７）　 ｐｕｓｈ （ ｆ ∪ ｛ ｖｊ → ｕｉ｝，ｊ，δ（ ｆ ∪ ｛ ｖｊ → ｕｉ｝））
ｉｎｔｏ Ｑ
　 　 分析 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 的搜索空间，即搜索树

的大小。 记 Ｖ ｑ( ) ＝ Ｖ ｇ( ) ＝｜ Ｖ ｜ 。 搜索树可以

按层划分，第 ｌ 层的树结点个数记为 Ｎｌ。 记搜索空

间为 ＳＲ ＝∑
Ｖ

ｌ ＝ ０
Ｎｌ。 对于 ｌ 层的树结点，需要从 Ｖ（ｇ）

中选取 ｌ 个顶点进行映射。 记这 ｌ 个顶点为 Ｂ ｌ
ｇ ＝

｛ｕ ｊ１… ｕ ｊｌ｝。 用一个向量 ｘ ＝ ［ｘ１… ｘλｇ
］ 表示其分类

情况，即 ｘｍ 表示 Ｂ ｌ
ｇ 中有 ｘｍ 个顶点属于 Ｖｍ

ｇ 。 显然，
有下式

∑
λｇ

ｍ ＝ １
ｘｍ ＝ ｌ，０ ≤ ｘｍ ≤ Ｖｍ

ｇ ｜ ，１ ≤ ｍ ≤ λ ｇ ． （２）

式（２）的一个解 ｘ， 对应于一个独特的 Ｂ ｌ
ｇ。 记

Ψｌ 为式 （４） 所有解的集合。 一个解 ｘ 可以产生

ｌ！

∏
λｇ

ｍ ＝ １
ｘｍ！

个等价类编码。 例如， ｘ ＝ ［２，１，０］， 可能

产生的等价类编码为 ＜ １，１，２ ＞ ＜ １，２，１ ＞ ＜ ２，１，
１ ＞ 。 每个等价类编码对应于一个从 Ｂ ｌ

ｑ 到 Ｂ ｌ
ｇ 独特

的映射，即搜索树结点。 那么， Ｎｌ ＝ ∑
ｘ∈Ψｌ

ｌ！

∏
λｇ

ｍ ＝ １
ｘｍ！

。

当 ｌ ＝｜ Ｖ ｜ 时， 显然式 （ ４） 有唯一解 ｘ ＝
［ Ｖ１

ｇ ， Ｖ２
ｇ ，…， Ｖｍ

ｇ ｜ ］。 因 此 Ｎ ｜ Ｖ（ｇ） ｜ ＝
｜ Ｖ ｜ ！

∏
λｇ

ｍ ＝ １
Ｖｍ

ｇ ｜ ！
。 因为 Ｎ０ ＝ １，Ｎ１ ≤ Ｎ２ ≤ … ≤ Ｎ Ｖ ，

所 以， ＳＲ ≤ Ｖ Ｖ ！

∏
λｇ

ｍ ＝ １
Ｖｍ

ｇ ｜ ！
＋ １， 即 ＳＲ ＝

Ｏ（ Ｖ Ｖ ！

∏
λｇ

ｍ ＝ １
Ｖｍ

ｇ ｜ ！
）。

３　 实验分析

３．１　 实验环境

实验所使用的硬件配置：
（１）ＣＰＵ：Ｉｎｔｅｌ Ｘｅｏｎ Ｅ５－１６２０ ３．６ＧＨｚ
（２）ＲＡＭ：６４ＧＢ
（３）操作系统：Ｕｂｕｎｔｕ ２０．０４ ６４ 位

编程语言：Ｃ＋＋
编译器：Ｇ＋＋ ９．３．０

３．２　 数据集

本文考察的图为无向图，带有顶点和边标签，化
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合物的分子数据与本文所需要图数据近似。 选取的

实验数据来自 ＰｕｂＣｈｅｍ 数据集，是图相似性研究中

的常用数据集。 数据集中，图的顶点为原子，顶点标

签为原子类型，边为原子之间的化学键，边标签为化

学键类型。 表 ２ 为 ＰｕｂＣｈｅｍ 的详细参数。
表 ２　 ＰｕｂＣｈｅｍ 数据集

Ｔａｂ． ２　 ＰｕｂＣｈｅｍ Ｄａｔａｓｅｔ

数据集名称 平均 ｜ Ｖ ｜ 平均 ｜ Ｅ ｜ ＬＶ ＬＥ

ＰｕｂＣｈｅｍ ２４ ２５．８ ８１ ３

　 　 将数据集按照图的顶点个数进行分组，对于某一

个整数 ｉ， 顶点个数在 ［ｉ － ２，ｉ ＋ ２］ 区间内的图会被

分入一组。 比如对于 ｉ ＝ ５， 顶点个数在区间 ［３，７］
之内的图会被分入一组。 取 ｉ∈｛５，１０，１５，２０，２５，３０｝
六组进行实验，每组 ３０ 个查询，每个查询由一对查询

图、目标图组成。
３．３　 实验指标

为比较优化效果，以 ＡＳｔａｒ＋ －ＬＳａ 为基准，对比

本文提出的优化方法。 实验获取 ３ 个指标，每个指

标均取 ３０ 个查询的平均值：
（１）图编辑距离的计算时间；
（２）扩展映射的数量，即从优先队列出队，需要

进行扩展计算的映射数量；
（３）总映射数量，反应计算所需的空间。

３．４　 实验结果与分析

实验得到的计算时间见表 ３，中间扩展映射数

量见表 ４，总映射数量见表 ５。
表 ３　 计算时间

Ｔａｂ． ３　 Ｒｕｎｎｉｎｇ Ｔｉｍｅ

ｉ ＡＳｔａｒ＋－Ｌｓａ（ｍｓ） Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ
５ ０．０５４ ０．０５１
１０ ０．７９ ０．６４
１５ ３０６．６４ ２１４．０３
２０ ８ ７２９．９８ ５ ８７１．２２
２５ ３８ ４３７．４０ １６ ４１３．７１
３０ ２９ ３６３．７０ ２２ ８０２．１９

表 ４　 扩展映射数量

Ｔａｂ． ４　 Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｘｐａｎｄｅｄ ｍａｐｐｉｎｇｓ

ｉ ＡＳｔａｒ＋－Ｌｓａ Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ
５ １５．０７ １３．４７
１０ １５２．１０ １０７．９７
１５ ４６ ８１４．１７ ３４ ０５４．３７
２０ １ ０７１ ０８３．８０ ７４１ ７７４．７７
２５ ３ ４７０ ３５４．２５ １ ５６６ ３２１．３５
３０ ２２６ ０９６１．８７ １ ７８４ ６６３．２７

表 ５　 总映射数量

Ｔａｂ． ４　 Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｎｑｕｅｕｅｄ ｍａｐｐｉｎｇｓ

ｉ ＡＳｔａｒ＋－Ｌｓａ Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ
５ ２４．４７ １８．５０
１０ ４８９．９０ ３０９．２０
１５ ２３７ ０３３．００ １５７ ５１１．４３
２０ ６ ６４２ ８２９．５３ ４ ２８１ ２４３．９３
２５ ３２ ３７７ ５３３．７０ １２ ２１１ ２７４．４０
３０ ２６ ０２６ ５３１．９３ １９ ０５８ １３０．８０

　 　 对比 ＡＳｔａｒ＋－ＬＳａ 与 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ，可以很

明显的看出。 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 具有不错的时空

优化效果。 以 ｉ ＝ ２５ 的图为例，空间上，总映射数量

优化约 ６２％。 时间上，扩展映射数量降低 ５４％，计
算时间约降低 ５７％，说明计算时间上的优化主要来

自扩展映射数量的减少，这符合预期。 对于 ｉ ＝ ５ 的

小图而言，优化效果不如大图明显，总映射数量约优

化 ２５％，时间优化 ５％，这是由于小图的扩展映射计

算量不大，且对称顶点较少，优化空间不大。 对于 ｉ
≥ １０ 的图，空间上优化效果在 ３６％ ～ ６０％，时间上

的优化效果在 ２０％ ～ ５７％。 总体而言，空间占用平

均降低了 ４１％，时间消耗平均降低了 ３７％。 因此，
实验验证了 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 的高效性。
４　 结束语

针对 Ａ∗＿ＧＥＤ 算法在计算图编辑距离时效率

较低的问题，本文使用了 Ｓｙｍｍｅｔｒｙ－Ｂｒｅａｋｉｎｇ 方法，
定义了顶点之间的等价关系，通过降低等价的冗余

映射数量，同时优化了时间和空间效率，实验结果表

明，空间占用平均降低了 ４１％，时间消耗平均降低

了 ３７％，具有不错的优化效果。
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