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朴素支持张量机的算法研究综述

王　 君， 杜金星， 麻安鹏， 杨本娟
（贵州师范大学 数学科学学院， 贵阳 ５５００２５）

摘　 要： 大部分数据的自然表示形式是向量、矩阵或者更高维的数据，支持向量机可以较好地处理向量形式的数据，但是对于

高维数据，传统的机器学习算法在将多维数据转化成向量形式时会损失大量的结构信息。 因此，研究者提出朴素支持张量机

这一类分类器，将多维数据输入进行训练，利用 ＳＭＯ 算法求解。 其中利用 ＣＰ 分解、Ｔｕｃｋｅｒ 分解或者张量核函数等来获取数

据的结构信息，这样不但能够获取数据的大部分信息，还可以节省时间成本，减少计算量，又可以求得凸优化函数的全局最优

解。 本文对这一类分类器的一个算法研究综述，同时指出了算法的优缺点和未来发展的方向。
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０　 引　 言

支持向量机是一种在统计学习理论基础上发展

来的机器学习方法，具有牢固的理论基础、全局最

优、解的稀疏性、非线性和泛化等优点。 到目前为止

支持向量机已经发展得比较完善，现在研究者已经

把关注点集中在分类数据的多维性，保持数据的空

间结构性等方面。
２００５ 年，ＴＡＯ 等研究者就提出可以将基于向量

的机器学习方法扩展到张量空间［１］；也有研究者提

出了关于矩阵数据的机器学习算法，比如 Ｃａｉ 等人

提出了支持矩阵机，将权重参数定义为 Ｗ ≈ ｕ × ｖΤ，
支持向量机各特征之间是相互独立的，而支持矩阵

机认为各个特征之间是线性相关的［２－３］；在 ２００７
年，Ｔ．Ｇ． Ｋｏｌｄａ 和 Ｂ．Ｗ． Ｂａｄｅｒ 详细介绍了张量分解

和应用，包括张量的基本概念、运算法则及张量分

解，使得研究者们对张量有了更加深刻的理解［４］；
受到支持矩阵机的启发，Ｔａｏ 等研究者首次提出了

分类监督张量框架（ＳＴＬ），其是凸优化和多线性代

数运算的结合，并提出了二类支持张量机算法（经
典支持张量机算法），通过迭代投影优化算法得出

对应的局部最优解，这里的权重张量被定义为秩一

张量［５］。 但是把张量权重限制在 ｃｐ 秩意义下的秩

为一的张量，对张量数据有很大的局限性，２０１２ 年

Ｋｏｔｓｉａ 等研究者们提出了高秩支持张量机，对权值

张量进行高秩的 ｃｐ 分解，首次提出了高秩 ＳＴＭｓ、高
秩 Σ ／ ΣｗＳＴＭｓ 和高秩 ＲＭＳＴＭｓ［６］，这里的权值张量

通过 ｃｐ 分解，被定义为秩一张量的和，利用迭代的

方法对其求解，每次迭代对应一个张量模态投影，而
通过 ｓｖｍ 形式的优化问题求解迭代投影，即基于张

量的算法是把总问题分解成许多小而简单的问题，



每一个小问题都被典型的定义在某一个张量模态。
２０１１ 年 Ｋｏｔｓｉａ 提出了支持 ｔｕｃｋｅｒ 机。

支持张量机需要通过迭代投影优化的算法求

解，计算量很大，而且求得的解是局部最优解，不是

全局最优解。 针对这样的问题，有研究者提出了朴

素支持张量机，即张量输入到 ｓｖｍ，利用 ｓｍｏ 算法求

解。 ２０１３ 年，Ｈａｏ 等研究者提出了一个线性高阶支

持张量机算法，将张量数据 ｃｐ 分解求得内积，再根

据 ｓｍｏ 算法求得决策函数［７］。 由于 ｔｕｃｋｅｒ 分解是

ｃｐ 分解的一般化形式，且 ＣＰ 分解需要提前给出张

量的秩才能分解，因此在 ２０１９ 年李云雷提出基于

ｔｕｃｋｅｒ 分解的支持张量机［８］；吴振宇等研究者又相

继提出基于 ｔｕｃｋｅｒ 分解的半监督支持张量机，对张

量数据进行 ｔｕｃｋｅｒ 分解求取内积，然后利用 ｓｍｏ 算

法求解［９］。
监督张量模型需要大量的带标签的训练样本，

但收集这些样本需要高劳动力和时间成本，在真实

世界中提供足够的标记训练数据是不现实的。
Ｍｉｌｌｅｒ ＤＪ 等研究者从数据分布估计分析得出结论，
分类器的泛化能力可以随着未标记数据的显著增加

而提高［１０］。 目前半监督支持向量机已经发展得比

较完善，Ｓｈｉｆｅｉ Ｄｉｎｇ 等研究者又发表了关于半监督

支持向量机的研究综述，但是向张量形式的扩展还

比较少［１１］。
之前的研究都集中在张量数据的多线性关系，

但真实样本数据的潜在结构是非线性的，后面的研

究者开始运用核函数或提出张量核来挖掘数据的非

线性结构。 在 ２０１４ 年 Ｈｅ Ｌ 等研究者提出 ＤＵＳＫ 算

法，在 ｌｉｎｅａｒ ＳＨＴＭ 基础上的非线性扩展，可以解决

复杂的非线性数据［１２］；也有研究者提出张量核，挖
掘数据的非线性关系［１３］。
１　 经典支持张量机模型

支持张量机是支持向量机的多维扩展，ＳＶＭ 是

向量输入，ＳＴＭ 是张量输入，把张量转化成向量的

形式忽视了数据的原始结构信息，而输入张量数据

却保持了数据的原始结构信息，支持向量机是要最

大化支持向量到超平面的几何距离，支持张量机同

样如此，只是向多维扩展。 经典支持张量机模型如

式（１）：

ｍｉｎ
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通过迭代投影的方法得到权值张量 Ｗｋ 和偏置

项 ｂ。
２　 朴素支持张量机

２．１　 朴素支持张量机的基本模型

朴素支持张量机是在经典 ＳＶＭ 的理论基础上，
把输入数据用张量表示，然后直接处理张量数据，利
用 ＳＭＯ 算法求出最终的最优分类器。

假设有 Ｎ个训练 Ｘ ｉ ∈ＲＩ１×Ｉ２×…×ＩＭ（１≤ ｉ≤Ｎ） 和

对应的类标签 ｙｉ ∈ － １，１{ } ， 朴素支持张量机要找

到最优的投影向量 Ｗ∈ ＲＩ１×Ｉ２×…×ＩＭ 和偏项 ｂ∈ Ｒ， 可

以通过解决下面的凸优化问题，式（２）：
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其中， ξ→ ＝ ξ１，ξ２，…ξＮ[ ] ∈ ＲＮ， 是在解决线性

不可分问题时所有松弛变量组成的向量， ξｉ 是第 ｉ
个样本的边界误差，当解决的是线性可分的样本时，
则 ξ→ ＝ ０。

通过把上面的凸优化问题添加对偶算子，转化

成对偶函数如式（３）：
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最终得到分类函数，式（４）：

ｆ ｘ( ) ＝ 〈ω， χ〉 ＋ ｂ ＝ 〈∑
Ｎ

ｉ ＝ １
αｉｙｉ

χ
ｉ，χ〉 ＋ ｂ． （４）

　 　 但是在这种情况下，输入数据用张量表示求出

的结果和经典的 ＳＶＭ 算法是相同的，因此没有任何

意义。 后面的研究者提出了利用 ＣＰ 分解和 ｔｕｃｋｅｒ
分解以及张量核的方式来获取数据的原始结构信息

和多线性关系，使得朴素支持张量机有了意义。
２．２　 获取支持张量机的结构性信息模型

ＣＰ 分解和 Ｔｕｃｋｅｒ 分解应用的范围很广，Ｔｕｃｋｅｒ
分解可以用于提取数据特征（降维）、去除噪声、图
像恢复、数据压缩和数据存储等，ＣＰ 分解可以用于

数据去燥等。 最经典的朴素支持张量机模型是利用

ＣＰ 分解和 Ｔｕｃｋｅｒ 分解来获取数据的结构信息。 下

面介绍它的基本模型：
（１）以 ＣＰ 分解为核心，获取数据结构性的支持

张量机，式（５）。
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ｉ ＝１
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Ｒ
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∑

Ｒ
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∏

Ｎ
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（５）
（２）以 Ｔｕｃｋｅｒ 分解为核心，获取数据结构性的
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支持张量机，式（６）：

〈χ ｉ， χ
ｊ〉 ＝ 〈Ｇ ｉ 

Ｍ

ｐ ＝ １
Ｕｉｐ，Ｇ ｊ 

Ｍ

ｑ ＝ １
Ｕ ｊｑ〉 ． （６）

　 　 公式（５）是对输入张量数据进行 ＣＰ 分解求取

数据的内积。 ２０１３ 年，Ｈａｏ 等研究者提出了一个线

性高阶支持张量机算法，就是运用公式（５）求取内

积，再利用 ＳＭＯ 算法优化求解，这是线性的算法，只
是获取了结构信息。

公式（６）是对输入张量数据进行 Ｔｕｃｋｅｒ 分解，
求取数据的内积。 ２０１９ 年吴振宇等研究者提出基

于 ｔｕｃｋｅｒ 分解的半监督支持张量机，对张量数据进

行 ｔｕｃｋｅｒ 分解求取内积，再利用 ＳＭＯ 算法优化求

解。
２．３　 获取支持张量机的非线性关系模型

之前的工作大多是利用线性的决策边界分离数

据，但实际上真实数据的潜在结构是非线性的，因此

利用 ｃｐ 分解等多线性分解方法来近似张量数据复

杂的非线性结构是很困难的，而且也不能完全的分

离数据。 因此，后续的研究者提出了利用张量核，或
添加核函数来获取数据的非线性关系。

２０１４ 年，Ｈｅ Ｌ 等研究者提出 ＤＵＳＫ 算法，是在

ｌｉｎｅａｒ ＳＨＴＭ 基础上的非线性扩展，先利用非线性的

投影把输入的数据投影到更高维的特征空间，再利

用公式（５）对数据进行 ＣＰ 分解，这样就保存了数据

的原始结构信息，又捕捉到了数据的非线性关系。
加入 ＲＢＦ 核，式（７）：

Ｋ〈χ ｉ，χ ｊ〉 ＝ Ｋ〈∑
Ｒ

ｐ ＝ １

Ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉｐ，∑

Ｒ

ｑ ＝ １

Ｍ

ｊ ＝ １
ｘ ｊｑ〉 ＝

　 　 　 ∑
Ｒ

ｐ ＝ １
∑
Ｒ

ｑ ＝ １
ｅｘｐ － σ∑

Ｍ

ｎ ＝ １
‖ｘｉｐ － ｘ ｊｑ‖

２
( ) ． （７）

２０１５ 年，ＢｏｇｕｓłａｗＣｙｇａｎｅｋ 等研究者提出了利用

弦距离核的支持向量机对多维数据进行分类，即在

ＳＶＭ 上利用弦距离核对图像分类，弦距离核如式

（８）：

Ｋ〈Ａ，Ｂ〉 ＝ ∏
Ｍ

ｊ ＝ １
Ｋ ｊ〈Ａ，Ｂ〉 ＝

　 ∏
Ｍ

ｊ ＝ １
ｅｘｐ（ － １

２σ２ ‖Ｄ ｊ
Ａ，１Ｄ ｊ

Ａ，１
Τ － Ｄ ｊ

Ｂ，１Ｄ ｊ
Ｂ，１

Τ‖２
Ｆ） ． （８）

３　 朴素支持张量机的优点和缺点

就朴素支持张量机本身来说是没有意义的，但
是只要利用 ＣＰ 分解、Ｔｕｃｋｅｒ 分解、或者利用张量核

等算法来获取数据的结构信息和非线性关系，这就

使得其具有了意义。
３．１　 优点

能够获取数据的大部分信息，而且这样的方法

既可以节省时间成本、减少计算量，又可以求得凸优

化函数的全局最优解。 经典支持张量机算法需要通

过迭代投影方法求得局部最优解，但是运用朴素支

持张量机的算法根据 ＣＰ 分解、Ｔｕｃｋｅｒ 分解、张量核

等算法求得了张量内积后，就可以用 ＳＭＯ 算法调用

ｌｉｂｓｖｍ 工具包求得全局最优解，既张量形式表示了

数据，又节省了时间成本，减少了计算量。
３．２　 缺点

运用 ＳＭＯ 算法求解时，涉及到求核矩阵。 每次

模型训练计算训练集和测试集核矩阵时，都需要所

有数据计算，这就使得在数据量过大时，如果要更新

数据（加入新的数据或减小数据），每次训练模型都

要计算所有的数据，会造成很大的计算量。
４　 结束语

本文对朴素支持张量机算法发展过程做了研究

与总结，了解到朴素支持张量机本身来说是没有意

义的，但是只要利用 ＣＰ 分解、Ｔｕｃｋｅｒ 分解、或者利

用张量核等算法来获取数据的结构信息和非线性关

系，这就使其具有了意义。 未来的工作可以向这 ３
个方向发展：

（１）朴素支持张量机可以向在线支持张量机扩

展，主要是针对于数据更新的情况；
（２）数据在不断地更新，要对图像分类就必须

用到大量带标签的数据，给数据标标签需要耗费大

量的时间与金钱，而且还存在标注误差。 获取支持

张量机的非线性关系模型还没向半监督扩展，之前

的研究大多数都是监督学习方式，为了符合社会发

展需要，会向半监督方向扩展；
（３）线性支持张量机不能完全的分离数据，会

向非线性方向扩展。
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