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摘　 要:
 

原始序列的光滑度与级比偏差是影响 GM(1,1)模型预测精度的重要因素,为了提高模型的预测精度,本文提出了基于

原始序列变换与背景值组合优化的 GM(1,1)模型。 该模型首先对原始序列进行反余弦函数与幂函数的组合变换,变换函数中

包含 2 个待定参数,并通过理论证明该种函数变换能够提高原始序列的光滑度且减小级比偏差,同时使用优化背景值代替传统

背景值,背景值函数中包含 2 个待定参数。 以平均相对误差作为适应度函数,利用粒子群算法搜索出 GM(1,1)模型中 4 个待定

参数最优值,并将最优参数带入 GM(1,1)模型进行预测。 以国内 1990~2005 年的客运量序列为例,1990~ 2002 年的数据作为拟

合样本,2003~2005 年的数据作为预测样本。 验证结果表明,基于原始序列变换与背景值组合优化的 GM(1,1)模型拟合平均相

对误差相较于基于指数函数变换、正切函数变换、反余弦函数变换、正切函数与幂函数组合变换、反余弦函数与线性函数组合变

换的 GM(1,1)模型拟合平均相对误差最高可分别降低 1. 71%、0. 16%、1. 08%、0. 14%与 0. 12%。 预测平均相对误差相较于基于

指数函数变换、正切函数变换、反余弦函数变换、正切函数与幂函数组合变换、反余弦函数与线性函数组合变换的 GM(1,1)模型

预测平均相对误差最高可分别降低 0. 33%、0. 28%、2. 31%、0. 45%与 0. 14%。
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Abstract:
 

The
 

smoothness
 

and
 

class
 

ratio
 

of
 

the
 

initial
 

sequence
 

is
 

the
 

key
 

to
 

GM
 

(1,1)
 

model
 

prediction.
 

In
 

order
 

to
 

improve
 

the
 

prediction
 

accuracy
 

of
 

the
 

model,
 

the
 

GM(1,1)
 

model
 

based
 

on
 

combination
 

optimization
 

of
 

initial
 

sequence
 

transformation
 

and
 

background
 

value
 

is
 

proposed
 

in
 

this
 

paper.
 

Firstly,
 

The
 

model
 

transforms
 

the
 

combination
 

of
 

the
 

arccosine
 

function
 

and
 

the
 

power
 

function
 

of
 

the
 

original
 

sequence,
 

which
 

contains
 

two
 

parameters
 

to
 

be
 

determined,
 

and
 

theoretically
 

proves
 

that
 

this
 

function
 

transformation
 

can
 

improve
 

the
 

smoothness
 

of
 

the
 

original
 

sequence
 

and
 

reduce
 

the
 

cascade
 

deviation.
 

Meanwhile,
 

the
 

optimized
 

background
 

value
 

which
 

contains
 

two
 

pending
 

parameters
 

are
 

used
 

to
 

replace
 

the
 

traditional
 

background
 

value.
 

The
 

average
 

relative
 

error
 

is
 

taken
 

as
 

fitness
 

function.
 

The
 

particle
 

swarm
 

algorithm
 

is
 

used
 

to
 

search
 

for
 

the
 

optimal
 

value
 

of
 

the
 

four
 

parameters
 

to
 

be
 

determined
 

in
 

the
 

GM(1,1)
 

model,
 

and
 

the
 

optimal
 

parameter
 

is
 

brought
 

into
 

the
 

GM(1,1)
 

model
 

for
 

prediction.
 

Taking
 

China's
 

passenger
 

traffic
 

series
 

from
 

1990
 

to
 

2005
 

as
 

an
 

example,
 

the
 

data
 

from
 

1990
 

to
 

2002
 

are
 

used
 

as
 

the
 

fitting
 

sample,
 

and
 

the
 

data
 

from
 

2003
 

to
 

2005
 

are
 

used
 

as
 

the
 

prediction
 

sample.
 

The
 

verification
 

results
 

show
 

that
 

the
 

GM
 

(1,1)
 

model
 

based
 

on
 

combination
 

optimization
 

of
 

initial
 

sequence
 

transformation
 

and
 

background
 

value
 

can
 

decrease
 

the
 

fitting
 

average
 

relative
 

error
 

by
 

1. 71%,
 

0. 16%、1. 08%,
 

0. 14%
 

and
 

0. 12%
 

compared
 

with
 

GM
 

(1,1)
 

models
 

based
 

on
 

exponential
 

function
 

transformation,
 

tangent
 

function
 

transformation,
 

inverse
 

cosine
 

function
 

transformation,
 

combined
 

transformation
 

of
 

tangent
 

function
 

and
 

power
 

function
 

and
 

combined
 

transformation
 

of
 

inverse
 

cosine
 

function
 

and
 

linear
 

function.
 

The
 

GM
 

(1,1)
 

model
 

based
 

on
 

combination
 

optimization
 

of
 

initial
 

sequence
 

transformation
 

and
 

background
 

value
 

can
 

decrease
 

the
 

prediction
 

average
 

relative
 

error
 

by
 

0. 33%,
 

0. 28%,
 

2. 31%,
 

0. 45%
 

and
 

0. 14%
 

compared
 

with
 

GM
 

(1,1)
 

models
 

based
 

on
 

exponential
 

function
 

transformation,
 

tangent
 

function
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inverse
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transformation,
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and
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transformation
 

of
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and
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0　 引　 言

灰色系统理论经过几十年的发展,被广泛运用

到各个领域[1-3] 。 GM(1,1)模型是灰色系统理论中

的重要预测方法,具有所需样本少、预测精度高的优

点。 研究发现原始序列的光滑度与级比偏差是影响

GM(1,1)模型预测精度的重要因素[4-5 ] 。 为了提高

GM(1,1)模型的预测精度,传统文献分别提出了对

数函数变换[4] 、方根变换[5] 、幂函数变换[6] 、数乘变

换[7] 、指数函数变换[8] 、三角函数变换[9] 、反三角函

数变换[10]以及各种方法的复合变换[11-16] 。 这些函

数变换提高了数据的光滑度或减小了级比偏差,也
提高了 GM(1,1)模型的预测精度。 文献[10]首次

提出了反余弦函数变换,并证明了这种变换是级比

压缩变换,且能够提高序列的光滑度。 文献[14]提

出了反余弦函数和线性函数相结合的变换方法,并
证明了这种变换一方面能提高序列的光滑度并压缩

序列的级比,另一方面可以减小预测误差。 文献

[10]与文献[14]都采用了反余弦函数变换,且提高

了模型的预测精度。 但是文献[10]与文献[14]都

存在一个问题,由于反余弦函数自变量区间为[ -1,
1],需要对原始序列进行预处理,文献[10]与文献

[14]都采用了相同的处理方法,但“静态”的处理方

法,会使模型不能适用于不同序列。
根据文献[17]可知灰生成技术、边值条件、背

景值、模型参数估计方法、残差序列都是属于 GM
(1,1)模型优化方法。 原始序列函数变换优化属于

灰生成技术,但是单种优化方法容易使预测精度达

到瓶颈,预测精度很难进一步提升。 文献[18]提出

了基于遗传算法求解最佳背景值参数 λ 和最佳边

界值修正项 ε 的方法,明显提高了模型的预测精度。
文献[19]从背景值构造和初始值确定两个方面分

析了 GM(1,1)模型的不足,建立了加权背景值和带

有修正项的初始值,实例表明改进的 GM(1,1)模型

优于普通灰色预测模型。 文献[20]将 GM(1,1)模

型中的灰色作用量改为动态形式,并利用最小二乘

法和新陈代谢的思想,提出一种改进的灰色预测模

型,拓宽了灰色预测模型的适用范围。 文献[21]建

立基于背景值与初始条件同时优化的非等间距 GM
(1,1)模型,并通过实例验证此模型的有效性与可

行性。 上述模型使用不同组合优化方法突破了单种

优化方法预测精度的限制。
基于此,本文提出了一种基于原始序列变换与

背景值组合优化的 GM(1,1)模型。 为了提高反余

弦函数变换的预测精度,将反余弦函数与幂函数进

行组合,提出原始序列基于 arccos((x / c) φ) 函数变

换的 GM(1,1)模型。 并用理论证明了经过该函数

变换可以提高数据序列的光滑度还可以减少原始序

列的级比偏差,同时为了解决单种优化方法容易达

到预测精度的瓶颈,使用优化的 GM(1,1)模型背景

值代替传统 GM(1,1)模型梯形背景值,并通过粒子

群算法确定模型中待定参数的取值,最终通过实例

验证优化方法可以提高 GM(1,1)模型的拟合精度

与预测精度。

1　 研究思路

本研究提出了一种基于原始序列变换与背景值

组合优化的 GM(1,1)模型,并进行了如下几方面研

究,如图 1 所示。 在步骤 1 中,通过文献综述对传统

GM(1,1)模型优化方法进行了分析,从这步开始,
确定了本文的研究思路是基于原始序列变换与背景

值组合优化。 在步骤 2 中,分析了基于反余弦函数

与幂函数组合函数的性质,证明了该种函数变换能

够提高原始序列的光滑度且减小级比偏差。 步骤 3
提出了优化的背景值构建思路。 步骤 4 研究了基于

原始序列变换与背景值组合优化 GM(1,1)模型的

建模步骤,提出三待定参数的确定是优化 GM(1,1)
模型预测的关键。 步骤 5 中,基于粒子群算法确定

4 个参数最优值。 步骤 6 中,本文方法分别与传统 5
种 GM(1,1)模型从拟合误差与预测误差两个方面

进行对比。

文献综述 组合函数
性质

背景值
优化

优化GM（1，1）
模型构建步骤

粒子群算法
确定4个
参数

模型精度
比较

图 1　 研究流程图

Fig.
 

1　 Flow
 

chart
 

of
 

the
 

research
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2　 基于 arccos(xφ)(0<x≤1,φ>0)函数变换的性质

　 　 定义 1[22] 　 序列X(0) = x(0)(k),k = 1,…,n{ } 为

非负数据序列,令 x(1)(k - 1) = ∑
k-1

i = 1
x(0)(i), 则称:

ρk =
x(0)(k)

x(1) k - 1( )
,

 

k = 2,3,…,n (1)

为序列 X(0) 的光滑比。
定义 2[21] 　 设 X(0) 为非负序列,F是一个函数,

则X(0) 在 F 的作用下变为新的序列:
F X(0)( ) = F x(0)(1)( ) ,F x(0)(2)( ) ,…,F x(0)(n)( )( )

(2)
若序列 F X(0)( ) 满足下列不等式:

F x(0)(k)( )

∑
k-1

i = 1
F x(0) i( )( )

≤ x(0)(k)

∑
k-1

i = 1
x(0) i( )

 

(3)

　 　 则称变换 F 为提高序列X(0) 光滑比的函数

变换。
定义 3[21] 　 设 F 和 G 为 2 种函数变换,若对任

意的非负序列X(0) 有:
F x(0)(k)( )

∑
k-1

i = 1
F x(0) i( )( )

≤ G x(0)(k)( )

∑
k-1

i = 1
G x(0) i( )( )

(4)

　 　 则称变换 F 提高序列光滑度的效果优于变换

G。
定义 4[21] 　 对 非 负 序 列 X(0) = { x(0)(1),

x(0)(2),…,x(0)(n)}, 称:

　 　
δ(k) = 1 - x(0)(k)

x(0) k - 1( )
,

δF(k) = 1 - F x(0)(k)( )

F x(0) k - 1( )( )

(5)

分别为序列 X(0) 及 F X(0)( ) 的级比偏差。
定义 5[21] 　 在定义 4 中,若 δF(k) < δ(k), 则

称函数变换 F x(0)(k)( ) 是级比压缩变换。
性质 1[21] 　 设 F 和 G 为 2 种函数变换,变换 F

提高单调递增序列 X(0) 的光滑度的效果优于变换 G

的充要条件是
F(x(0) )
G(x(0) )

是关于 x(0) 的单调递减

函数。
性质 2[21] 　 对于非负序列 X(0) , 如果非负变换

F X(0)( ) =x(0)(k)·g x(0)(k)( ) , 其中 g(·) 非负且严

格单调下降,则变换后的级比小于原始序列的级比,
可称函数变换 F x(0)(k)( ) 是级比压缩变换。

定理 1 　 设 X(0) = { x(0)(1), x(0)(2),…,

x(0)(n)},0 < x(0)(k) ≤ 1(k = 0,1,…,n) 为递增序

列,则 arccos x(0)(k)( ) φ(k = 0,1,…,n)
 

是光滑离散

序列。
证明　 首先构造一个函数:

f
 

x(0)(k)( ) = arccos x(0)(k)( ) φ

x(0)(k)
(6)

　 　 对上式求导可得:
f′ x(0)(k)( ) =

- φ x(0)(k)( ) φ-1

　
1 - x(0)(k)( ) 2φ

x(0)(k) - arccos x(0)(k)( ) φ

x(0)(k)( ) 2 < 0

(7)
f x(0)(k)( ) 为单调减函数,由性质 1 可知,基于

arccos xφ( ) 函数变换能够提高原始序列的光滑度。
定理 2 　 设 X(0) = { x(0)(1), x(0)(2),…,

x(0)(n)},0 < x(0)(k) ≤ 1(k = 0,1,…,n) 为递增序

列, arccos x(0)(k)( ) φ, 0 < x ≤ 1,φ > 0( ) 变换为

级比压缩变换。
证明　 根据性质 2,如果非负变换 F(X(0) ) =

x(0)(k)·g(x(0)(k)), 设 F(X(0) ) = arccos(x(0)(k))φ,
即:

g x(0)(k)( ) = arccos x(0)(k)( ) φ

x(0)(k)
(8)

　 　 又因为 X(0) 为非负递增序列且 0 < x(0)(k) ≤
1, 可得 arccos x(0)(k)( ) φ > 0, 即 g x(0)(k)( ) > 0。
同时根据定理 1 可知 g x(0)(k)( ) 为单调减函数,根
据性质 2 可知变换后的级比小于原始序列的级比,
arccos xφ( ) 函数变换为级比压缩变换。

3　 GM(1,1)模型背景值优化

3. 1　 背景值的几何意义分析

背景值实际值 S1 = 线段 A(k - 1)、线段(k -
1)k、线段 kB 与曲线 BA 所围成的面积,背景值是

GM(1,1)建模的重要组成部分,由于曲线 BA 处的

表达式未知,无法得到背景值的实际值,为了构建

GM(1,1)模型,简化背景值计算,将线段 A(k - 1)、
线段 (k - 1)k、 线段 kB 与线段 BA 所围成的梯形面

积作为背景值的估算值,计算公式为:

z(1)(k) = 1
2

· x(1)(k) +x(1) k - 1( )( ) ,k = 2,…,n

(9)
而曲线 AB 与线段 AB 围成的面积是传统背景

值计算公式的误差来源。 背景值几何意义如图 2
所示。
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B

A

kk+1

x(1)(k-1)

x(1)(k)

图 2　 背景值几何意义图

Fig.
 

2　 Geometric
 

meaning
 

map
 

of
 

background
 

values

3. 2　 优化的背景值

为了减小背景值实际值与估算值的误差,文献

[23]背景值计算方法的数学公式为:
z(1)(k) = ax(1)(k - 1) + (1 - a)x(1)(k),k = 2,…,n

(10)
　 　 文献[23]将背景值参数待定化,提高了模型的

适用性与预测精度,但是曲线 BA 表达式未知且变

化复杂,仅采用相邻的 2 个累加序列线性接近难度

较大,为了进一步提高背景值估算的精度,本文提出

了如下背景值估算方法:
z(1)(k) = ε·x(1)(k - 2) + β·x(1)(k - 1) +
　 　 　 　 (1 - ε - β)·x(1)(k),k = 3,…,n
0 ≤ ε ≤ 1,0 ≤ β ≤ 1 且 0 ≤ ε + β ≤ 1

ì

î

í

ïï

ïï

(11)

　 　 其中, ε 与 β 分别表示待定背景值参数。 当 ε =
0,β = 0. 5, 即为经典的背景值计算公式;当 ε = 0,β
待定,即为文献[23]背景值计算公式。 即本文优化的

背景值估算方法包含了传统的背景值计算方法,并且

包含了 2 个待定参量,可进一步提高模型的适应性。

4　 原始序列变换与背景值组合优化 GM(1,1)
模型的建模步骤

　 　 设原始数据非负单调递增序列为: X(0) =
x(0)(1),x(0)(2),…,x(0)(n){ } , ( x(0)(k) > 0,k =

1,…,n), 对原始序列进行归一化预处理,使其处于

区间 0,1( ) 内,得到新序列 P(0) 如下所示:
P(0) = p(0)(1),p(0)(2),…,p(0)(n){ } (12)

　 　 其中, p(0)(k) =x(0)(k) / c,c表示归一化参数,该
常数 c > max x(0)(k),k = 1,…,n{ } 。 对 P(0) 序列

进行 arccos x( ) φ 变换,得到序列 R(0) :
R(0) = r(0)(1),r(0)(2),…,r(0)(n){ } (13)

　 　 其中, r(0)(k) = arccos p(0)(k)( ) φ,φ > 0、 为幂

参数,可以使序列 P(0) 经过幂函数变换后的值仍满

足反余弦函数的定义域区间,对 R(0) 进行一次累加

计算得到 R(1) 序列:

R(1) = r(1)(1),r(1)(2),…,r(1)(n){ } (14)

　 　 其中, r(1)(k) = ∑
k

i = 1
r(0) i( ) , GM(1,1)模型优化

的背景值可由下式计算求出:
z(1)(k) = ε · r(1) k - 2( ) + β · r(1) k - 1( ) +

1 - ε - β( )·r(1)(k),k = 3,…,n (15)
　 　 其中, ε 与 β 分别表示待定背景值参数, 0 ≤
ε ≤ 1,0 ≤ β ≤ 1 且 0 ≤ ε + β ≤ 1。 GM(1,1)模型

灰微分方程可由如下公式来表示:
r(0)(k) + a·z(1)(k) = u,k = 3,…,n (16)

　 　 其中,参数 a、u 为 GM(1,1) 模型建模中的参

数,计算方法如下所示:
(a,u) T = BTB( ) -1BTY (17)

　 　 其中, B =
-z(1)(3) 1

︙ ︙
-z(1)(n) 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,Y =
r(0)(3)

︙
r(0)(n)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

, 根

据 GM(1,1)建模原理,白化方程见下式:
dr(1)

dt
+ a·r(1) = u (18)

　 　 求解白化微分方程,得到基本形式的时间响应

序列的计算公式如下:

r̂(1)(k + 1) = r(1)(1) - u
a( ) e -ak + u

a
,

　 　 　 　 k = 0,1,…,n - 1 (19)
累减还原值可由下式来描述:

r̂(0)(k + 1) = r̂(1)(k + 1) - r̂(1)(k) =

1 - ea( ) r(1)(1) - u
a( ) e -ak, k = 1,…,n - 1 (20)

其中, r̂(0)(1) =r̂(1)(1) , r̂(0)(k) 由以下公式还

原得 x̂(0)(k):

x̂(0)(k) = c· cos r̂(0)(k)( )( )
1
φ (21)

　 　 其中, x̂(0)(k) 为基于组合优化 GM(1,1)模型

所得预测值序列。 根据建模步骤可知,参数 c、φ、ε
与 β 是 GM(1,1)模型能够预测的重要影响参数,下
面介绍如何确定 4 个参数。

5　 基于粒子群算法参数 c、φ、ε与 β 的确定

5. 1　 c、φ、ε与 β 参数范围的限定

基于原始序列变换与背景值组合优化的 GM
(1,1)模型含有待定参数 c、φ、ε 与 β,c 为归一化参

数, a 为幂参数, ε 与 β 为背景值参数。 以国内

1990 ~ 2002 年的客运量序列作为原始序列,客运量

如图 3 所示。
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Fig.
 

3　 Passenger
 

transport
 

volume
 

in
 

China
 

from
 

1990
 

to
 

2005

　 　 为了让粒子群算法在有限的范围内进行搜索,
根据文献[16],限定参数 a 的搜索范围为(0,10],
参数 c 的搜索范围为(1

 

847
 

018,3
 

000
 

000)。 参数

ε 与 β 搜索范围为 [ 0,1],且 (ε + β) 范围也为

[0,1]。
5. 2　 基于粒子群算法参数 c、φ、ε与 β 确定的步骤

粒子群算法思想来源于鸟群和鱼群等寻找食物

的行为,粒子群算法概念简单,易于实现。 该算法可

与很多算法结合,基于粒子群与 GM(1,1)模型的结

合已经得到了广泛的应用[24-25] 。 算法步骤具体

如下。
(1)随机初始化粒子群。 假设 D 维空间中有 N 个

粒子,每一个粒子的位置为 xi = (xi1,xi2,xi3,…,xiD),
每一个粒子的速度为 vi = (vi1,vi2,vi3,…,viD), 其中

i = 1,…,N,粒子数 N 取 40。 待定参数为 c、φ、ε 与 β,
根据待定参数的个数确定维度 D 为 4,4 个参数的搜索

范围参见 5. 1 节。 初始化种群时分别产生 40 个四维向

量作为各个粒子初始位置与各个粒子的初始速度。
 

(2)粒子适应度值的计算。 本文目的是为了寻

找最佳预测精度下参数 c、φ、ε 与 β 的取值,使用平

均相对误差作为粒子适应度值,平均相对误差计算

方法见下式:

er =
1
n ∑

n

k = 1

x̂(0)(k) - x(0)(k)
x(0)(k)

(22)

　 　 其中, x̂(0)(k) 表示预测值; x(0)(k) 表示实际

值; er 表示 GM(1,1)模型预测的平均相对误差; n
表示序列的元素量。

每一个粒子群个体对应的参数 c、φ、ε 与 β 代入

到第 5 节的 GM(1,1)模型中可得一个对应的预测

序列。
(3)粒子个体最优向量 pi 与全局最优向量pg 的

更新。 粒子 i 每一次迭代后将会产生一个xi,将xi 带

入到适应度函数中将会得到一个适应度值,粒子 i 所

有经过的位置中选出一个适应度最小的作为个体最

优向量pi,pi = (pi1,pi2,…,piD),
 

i = 1,…,N;从个体

最优向量中选出一个适应度最小的作为粒子的全局

最优向量pg, pg = (pg1, pg2,…, pgD), 其中pg 只有

一个。
(4)粒子速度与位置的更新。 每一个粒子速度

都会在下次迭代中变化,变化规则主要依据当前速

度、个体最优向量与全局最优向量三个部分决定。
粒子速度与位置计算方法具体如下:

vk+1
ij = ωvk

ij +c1r1 pk
ij -xk

ij( ) +c2r2 pk
gj -xk

ij( ) (23)
xk+1
ij =xk

ij +vk+1
ij (24)

　 　 其中,学习因子 c1、c2 为非负常数,通常都取 2;k
表示迭代次数代号;ω 为惯性权重,决定了一个粒子

以前的速度保持了多少,为了防止速度更新公式受上

一步速度影响较大而陷入局部最优,ω 取0. 729
 

8;
 

j
表示变量代号,

 

j = 1,2,…,D;
 

pk
ij 表示第 i 个粒子在

第 k次迭代中第 j个变量的个体最优值;pk
gj 表示第 i个

粒子在第 k 次迭代中第 j 个变量的全局最优值;xk
ij 表

示第 i 个粒子在第 k 次迭代中第 j 个变量的当前值;
xk+1
ij 表示第 i个粒子在第 k + 1 次迭代中第 j个变量的

值;vkij 表示第 i个粒子在第 k次迭代中第 j个变量的速

度向量;vk+1
ij 表示第 i个粒子在第k + 1次迭代中第 j个

变量的速度向量;r1、r2 是区间[0,1] 上的随机数。
为了防止在迭代过程中粒子跳出变量的搜索范

围,需对每次更新后的变量值进行范围判断, 假设

第 j 个变量的搜索范围为[h,
 

H],若xk+1
ij > H,则令

xk+1
ij = H;若xk+1

ij < h,则令xk+1
ij = h, 根据该处理方式

防止粒子跳出各变量的搜索范围,从而搜索出有效

的结果。
(5)终止准则。 反复执行(2) ~ (4)的步骤,根

据收敛曲线设置合适的迭代次数,粒子群算法迭代

次数设为 100。

6　 结果对比及分析

以 1990 ~ 2005 年的国家客运量序列作为基本

数据,利用基于原始序列变换与背景值组合优化的

GM(1,1)模型对客运量进行预测,以 1990 ~ 2002 年

的客运量序列作为原始序列,利用粒子群算法对待

定参数进行搜索,粒子群搜索最优解的收敛结果如

图 4 所示。 得到的最优参数 c = 2
 

010
 

101. 4、φ =
5. 38、ε = 0. 19 与 β = 0. 71。 利用得到的参数带入

预测模型对 2003 ~ 2005 年共 3 年的客运量需求进

行预测,以 2003 ~ 2005 年的实际数据作为检验数
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据。 将本文的 GM(1,1)模型分别与指数函数变换、
正切函数变换、反余弦函数变换、正切函数与幂函数

组合变换、反余弦函数变换与线性函数组合变换的

GM(1,1)模型进行比较,拟合结果如图 5 所示。
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图 4　 粒子群算法搜索的收敛过程
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5 　 Comparison
 

of
 

passenger
 

volume
 

fitting
 

results
 

using
 

different
 

methods

　 　 根据图 4 可知,粒子群算法搜索最优参数解时,
算法都是收敛的。 根据图 5 可得到不同方法的拟合

结果,为了更好地比较拟合精度,利用图 5 中拟合结

果,结合式(22)得到拟合平均相对误差见表 1。 利

用构建好的模型预测国内 2003 ~ 2005 年的客运量,
预测结果详见表 1。

表 1　 不同方法客运量预测结果比较

Table
 

1　 Comparison
 

of
 

different
 

methods
 

for
 

predicting
 

passenger
 

volume 万人

年份 原始值 文献[8] 文献[9] 文献[10] 文献[13] 文献[14] 本文方法

2003 1
 

587
 

497 1
 

738
 

803. 48 1
 

592
 

807. 88 1
 

570
 

723 1
 

608
 

779. 26 1
 

615
 

349. 40 1
 

617
 

451. 48

2004 1
 

767
 

453 1
 

833
 

925. 96 1
 

619
 

913. 77 1
 

591
 

274 1
 

639
 

551. 68 1
 

649
 

743. 28 1
 

653
 

664. 58

2005 1
 

847
 

018 1
 

934
 

252. 19 1
 

643
 

260. 93 1
 

608
 

588 1
 

666
 

440. 65 1
 

680
 

706. 19 1
 

686
 

636. 87

拟合误差 / % 3. 8 1. 15 2. 07 1. 13 1. 11 0. 99

预测误差 / % 6. 0 5. 95 7. 98 6. 12 5. 81 5. 67

　 　 根据表 1 可知本文方法拟合平均相对误差为

0. 99%、预测平均相对误差为 5. 67%。 无论是拟合

误差、还是预测误差都小于其他 5 种模型。 证明了

原始序列基于反余弦函数与幂函数组合优化的方法

优于其他文献 5 种方法。 综上,证明了本文优化方

法的有效性。

7　 结束语

自灰色系统理论问世以来,对于 GM(1,1)模型

预测精度的提高,本文提出了一种基于原始序列变

换与背景值组合优化的 GM(1,1)模型,通过理论证

明了该种变换能够提高原始序列的光滑度以及减小

序列的级比偏差,同时优化了背景值,并利用粒子群

算法确定 GM(1,1)模型中的参数 c、a 与 θ 的取值。
以国内 1990 ~ 2005 年的客运量序列为例,以 1990 ~
2002 年的客运量序列作为原始序列得拟合误差,以
2003 ~ 2005 年的实际数据作为检验数据,将基于原

始序列变换与背景值组合优化的 GM(1,1)模型分

别与文献[8]、文献[9]、文献[10]、文献[13]与文

献[14]进行比较。
结果表明,粒子群算法可以搜索到参数的最优

值,所提出的模型相较于文献[8]、文献[9]、文献

[10]、文献[13]与文献[14]具有更高的拟合精度与

预测精度,因此,该方法可以提高模型的预测精度。
然而,这项研究目前仍存在一些不足,可以通过后续

工作加以改进。 首先,需要更严谨的方法在理论上

确定参数搜索范围。 其次,新的背景值估算方法,考
虑了相邻 3 个累加序列的影响,虽提高了估算精度,
但使得本文优化背景值是 n - 2 维(经典 GM(1,1)
模型的背景值是 n - 1 维),数据维度较小时影响预

测精度。 最后,影响 GM(1,1)模型预测精度的因素

较多,例如:原始序列的变换函数、初值修正、背景

值、残差序列等,即 GM(1,1)模型组合优化方法较

多,未来将进一步研究 GM(1,1)模型组合优化,从
而得到精度更高的组合优化方法。
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