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基于自适应阈值的拓扑图像密度单元优化
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摘　 要： 拓扑优化变密度法运用固体各项同性材料惩罚模型（ＳＩＭＰ）得到优化的图像中存在大量灰度单元，本文提出基于数

字图像处理的自适应阈值空域灰度变换算法，通过数值化提取拓扑结构灰度单元，依据最大类间方差法（ＯＴＳＵ）确定初始阈

值，通过 ｈｉｓｔｏｇｒａｍ 函数确定均匀宽度值，依据整体结构灰度值约束条件建立自适应阈值计算公式，得到修正后自适应阈值算

子，在满足拓扑约束条件下将图像增强算法应用于拓扑图像。 通过典型算例验证了算法可行性，并与最大类间方差法 ＯＴＳＵ、
动态范围压缩、阶梯量化等算法对比，自适应阈值方法在拓扑约束偏离值仅为 ０．０１％情况下实现灰度单元有效过滤，收敛快速

且优化结构清晰。
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０　 引　 言

拓扑优化设计是在满足一定约束条件下寻求给

定材料的指定性能最优的材料分布，与其他尺寸、形
状等常规优化方法相比，设计应用范围更大且可以

最大化结构性能［１］。 随着数学规划、计算机科学等

学科发展，其已成为结构设计领域重要方法。 然而

拓扑优化所得结果为非参数化模型，在拓扑边缘存

在大量灰度单元、导致边缘不清晰、可制造性较差等

问题。

针对无实际制造意义的灰度单元问题，基于图

像处理技术，Ｗａｎｇ［２］等人提出一种非线性双边过滤

器，可以将中间密度单元有效逼近 ０ － １ 边界；
Ｓｉｇｍｕｎｄ［３］提出一种基于形态学的图像处理算子，通
过算子“膨胀”和“收缩”有效提升了优化结构的清

晰度；Ｇｕｅｓｔ［４］ 利用线性投影 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 阶跃函数实

现中间密度单元的 ０ ／ １ 逼近；Ｆｕｃｈｓ［５］通过引入倒变

量及添加 ＳＲＶ（Ｓｕｍ ｏｆ Ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ Ｖａｒｉａｂｌｅｓ）约束条

件减少了结构中灰度单元；Ｚｈａｏ［６］ 提出一种平滑类

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，帮助 ＳＩＭＰ 模型获得锐化的 ０ ／ １ 分



布；Ｌｅｅ［７］通过在 ＳＩＭＰ 中加入可移动和正则化的

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，可以得到收敛解且提高了材料之间

边界清晰度；Ｌｉａｎｇ［８］通过序列整数规划和正则松弛

算法实现了对具有离散变量灵敏度的拓扑优化问题

的求解，黑白度得到提升。
在数字图像领域，图像的边缘锐化及降噪处理

可以有效退化部分图像特征，实现可利用部分图像

显著增强，提升整体结构清晰度。 赵艳妮［９］ 等基于

模糊理论，通过改进变分因子计算得到边缘熵和背

景熵，实现图像的局部自适应增强；娄联堂［１０］ 等通

过图像灰度变换和最大类间方差的联系对比，提出

一种 ＯＴＳＵ 阈值优化结合分段灰度变换方法，实现

图像分割；胡涛［１１］等基于 Ｌ２范数设计正则项模型，
结合非局部均值算法实现图像灰度部分去噪；牛为

华［１２］等基于 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶微分，构造 ８
方向微分卷积模板，实现多项图像质量指标的提升；
刘巧红［１３］等通过引入各向异性扩散张量，结合二阶

总广义变分（Ｔｏｔａｌ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｖａｒｉａｔｉｏｎ， ＴＧＶ）正则

项平衡，实现了图像边缘结构的降噪。
本文在研究基于变密度法 ＳＩＭＰ 模型拓扑结构

基础上，针对其存在的灰度单元问题，基于数字图像

处理的相关研究思路，提出一种自适应阈值空域灰

度变换算法，通过提取拓扑结构灰度单元，依据

ｈｉｓｔｏｇｒａｍ 函数确定均匀宽度值，根据整体结构灰度

值约束条件建立自适应阈值计算公式，为方便计算，
将连续可积黎曼积分转换为离散单元面积计算，求
得自适应整体阈值算子，在满足体积约束条件下将

图像增强算法应用于拓扑图像。 与其他数字图像处

理 ＯＴＳＵ 最大类间方差法、动态范围压缩、阶梯量化

等算法对比，自适应阈值方法整体效果更为优秀，同
时可以满足拓扑结构体积约束情况下实现灰度单元

有效过滤，偏离值仅为 ０．０１％，收敛快速且优化结构

清晰。

１　 连续体拓扑图像生成方法

变密度法舍弃了均匀化法中微结构单胞的概

念，通过引入密度可变材料， 单元密度为 ρ，ρ ＝ ０ 代

表单元为空材料，ρ ＝ １ 代表单元存在实体材料。 并

设定该单元的材料属性（如弹性模量） 与单元密度

存在对应关系。
基于变密度法单元的设计变量由均匀化法的 ３

个设计变量即洞孔的长度、宽度以及角度变更为 １
个设计变量即单元密度，优化效率得到提高。 然而

优化所得的中间密度无法应用于生产实际的工程制

造，为此 ＢｅｎｄｓØｅ［１４］ 和 Ｚｈｏｕ［１５］ 提出了固体各向同

性材料惩罚模型，即 ＳＩＭＰ，将单元密度变量的取值

范围由集合｛０，１｝放松到连续区间［０，１］，引入惩罚

因子 ｐ， 以幂指数惩罚的方式使得优化结果向两端

逼近，最终使结果收敛于 ０ ／ １ 材料分布，有效减少了

中间密度。 此时材料杨氏模量与单元密度之间的关

系模型如式（１）所示：
Ｅ ｉ ＝ ρｐ

ｉ Ｅ０，ρｉ ∈ ｛０，１｝，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ （１）
　 　 其中， Ｅ ｉ 和 ρｉ 分别是第 ｉ 个单元的杨氏模量和

密度； Ｅ０ 是材料的杨氏模量； Ｎ 为优化单元的数量；
ρｉ 的取值范围为 ｛０，１｝ 。

基于上述给定限制体积约束下的 ＳＩＭＰ 材料插

值模型，整体结构柔顺度最小的优化问题可表示为

式（２）：

Ｃ（ｘ） ＝ ＦＴＵ ＝ ＵＴＫＵ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｐ
ｉ ｕＴ

ｉ ｋ０ｕｉ （２）

　 　 需要满足的约束条件为式（３）：

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｖｉ － ｆＶ ≤ ０

Ｆ ＝ ＫＵ
０ ＜ ｘｍｉｎ ≤ ｘｉ ≤ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

　 　 其中， ｘｉ 为材料的单元相对密度； ｕｉ 为材料单

元列向量； ｋ０ 为材料密度为“１”时的单元刚度矩阵；
ｘｍｉｎ 为最小材料单元密度，目的是避免有限元计算

时出现刚度矩阵奇异； ｖｉ 为材料单元的相对体积。

２　 数字图像处理方法

２．１　 最大类间方差法（ＯＴＳＵ）
最大类间方差法，即使用最大类间方差自动确

定全局阈值，以方便后续进行图像的分割处理［１６］。
关键思想在于利用数字图像的灰度阈值将图像的目

标和背景分离开。 在目标与背景像素值差异较大

时，类间方差也越大，分割阈值的选取更为精确，图
像分割效率越高。

ＯＴＳＵ 最大类间方差法原理：令［０，２５５］为数字

图像灰度级取值范围，设 ｎｉ 为图像中灰度为 ｉ 的像

素的数量，则图像中像素为 ｉ 的概率为： Ｐ ｉ ＝ ｎｉ ／
（ｎ０ ＋ｎ１ ＋ … ＋ ｎ２５５）。 设阈值 ｔ 将图像的像素分为

两簇， Ａ 类簇取值范围为 ［０， ｔ］，Ｂ 类簇取值范围为

［ ｔ ＋ １，２５５］。
设阈值为 ｔ 时， 像素点在 Ａ 类簇的概率为

ＰＡ（ｋ）、 分配到 Ａ 簇时像素平均灰度值为 ｍＡ（ｋ）。
同理，像素点在 Ｂ 簇的概率为 ＰＢ（ｋ）、 分配到 Ｂ 簇

时像素的平均灰度值为 ｍＢ（ｋ），对于灰度值 ｋ，其累
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加均值记为 ｍ， 数字图像的灰度为 ｍＧ， 则有式（４）
和式（５）：

ＰＡ（ｋ）∗ｍＡ（ｋ） ＋ ＰＢ（ｋ）∗ｍＢ（ｋ） ＝ ｍＧ （４）
ＰＡ（ｋ） ＝ １ － ＰＢ（ｋ） （５）

　 　 通过求解方差，可得式（６）：
σ ２ ＝ ＰＡ（ｋ）（ｍＡ（ｋ） － ｍＧ） ２ ＋ ＰＢ（ｋ）（ｍＢ（ｋ） －

ｍＧ） ２ （６）
满足式（７）：

ＰＡ（ｋ） ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ ０
Ｐ ｉＰＢ（ｋ）

ｍＡ（ｋ） ＝
∑

ｋ

ｉ ＝ ０
ｉＰ ｉ

ＰＡ（ｋ）
ｍＢ（ｋ）

ｍ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ ０
ｉＰ ｉｍＧ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

　 　 通过等效代入可得式（８）：

σ２ ＝
（ｍＧ∗ＰＡ（ｋ） － ｍ） ２

ＰＡ（ｋ）（１ － ＰＡ（ｋ））
（８）

　 　 所得的最佳阈值为使得等式（８）取得最大值的

灰度级阈值 ｔ。
可选目标区域在整体图像的占比达 ３０％以上

时，基于最大类间方差法的分割效果比较理想，而在

整体区域占比过小时，优化效果迅速降低。 对于拓

扑图像的优化，ＯＴＳＵ 最大类间方差法可以实现灰

度单元的过滤处理，提升整结构 ０，１ 数据集占比，但
是对于拓扑约束无法满足，即产生一定偏差值，需要

后续修正。
２．２　 动态范围压缩算法

动态范围压缩（ＤＲＣ）主要用来实现高动态范

围图像 ＨＤＲ（Ｈｉｇｈ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｒａｎｇｅ）到低动态范围图

像 ＬＤＲ（Ｌｏｗ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｒａｎｇｅ）的映射，由于自然界中

真实场景的亮度颜色区间非常广泛，而人工硬件设

备无法显示全部范围，因此基于 ＤＲＣ 算法进行压缩

实现图像显示。
常见的 ＤＲＣ 算法在图像单元的处理方式上可

以分为对全局单元映射以及局部灰度映射两大类。
灰度全局映射不考虑局部细节，统一降低图像分辨

率，实现对比度的降低［１７］。 而局部映射复杂度较

高，优势是可以保留图像的局部细节。 可实现动态

范围压缩的算法包括：线性移位算法、对数映射以及

分段函数映射算法等等。
线性移位算法原理是将 ＨＤＲ 高比特图像直接

右移固定位数变为可显示 ＬＤＲ 低比特图像，容易降

低数值比较集中的数据段，导致失真情况。 常用对

数映射即以 ２ 为底，通过将高动态范围对数化为低

动态范围，然后线性放缩至可选区间，实现图像的压

缩显示。 优化后图像单元取值 ｇ（ｘ）， 式（９）：
ｇ（ｘ） ＝ λｌｏｇ（１ ＋ ｆ（ｘ）） （９）

　 　 其中， ｆ（ｘ） 为优化前图像单元值，系数 λ 取值

需保证图像 ｇ（ｘ） 值符合区间范围。
２．３　 自适应阈值算法

传统阈值分割算法主要在于提取待处理图像中

目标区域，将其与背景区域区分，其阈值的确定有多

种方式，如基于最大熵值，最大类间方差值或者迭代

式阈值等。 此类阈值确定方法可以实现一般图像的

处理，由于拓扑结构图像的产生需要满足给定的体

积分数及其他约束条件，即图像本身的灰度值需要

满足限制条件，传统阈值分割算法在处理拓扑图像

时会产生偏离值，导致最终选择的目标结构不符合

设计条件。 本文针对拓扑结构的限制条件提出一种

自适应阈值灰度变换算法，在满足整体图像灰度值

不变下建立阈值计算公式，整体流程如下：
（１）提取拓扑结构单元并数值化处理，得到数

据集 Ｐｍ∗ｎ，其中 ｍ为横向单元数， ｎ 为纵向单元数，
数据集 Ｐ（ ｉ， ｊ） 为单元值，取值区间为［０，１］；

（２）基于 ＯＴＳＵ 最大类间方差法确定初始阈值，
减少后续计算次数；

（３）区间离散化灰度分布函数，根据 ｈｉｓｔｏｇｒａｍ
函数确定均匀宽度值，实现整体数据集的最优划分；

（４）依据整体灰度值约束建立自适应阈值计算

公式，求解得出阈值算子 ｔ ；
（５）通过全局阈值算子 ｔ 对灰度图像数据作处

理，即在灰度级数 Ｘ 高于算子 ｔ 时置为目标区间上限

ｂ，在灰度级数 Ｘ低于算子 ｔ时置为目标区间下限 ａ。
根据拓扑结构实际灰度范围选择 ａ ＝ ０，ｂ ＝ １。

对于连续型灰度直方图分布函数，满足灰度约

束的计算公式（１０）：

∫１
ｔ
Ｔ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ∗∑

ｍ∗ｎ

１
ｐ（ ｉ， ｊ） （１０）

　 　 其中： ｘ 为灰度图像单位像素所在的取值范围；
ｔ 值为自适应阈值取值； ｆ 为拓扑优化体积约束条

件。
由于实际图像存在最小化像素点，因此根据数

据图像实际单元灰度像素阶跃性，对灰度直方图分

布函数做离散化处理，经过离散化处理后，满足灰度

约束的计算公式（１１）：

ｒ － ｔ
ｂｉｎ

＝
ｆ∗∑

ｍ∗ｎ

１
ｐ（ ｉ，ｊ） － ∑

１

ｒ
Ｔ（ｘ）

Ｔ（ ｒ － ｂｉｎ）
（１１）
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　 　 其中： ｒ 为离散灰度函数满足约束最近点； ｂｉｎ 值

为选取的离散集合均匀宽度，依据 ｈｉｓｔｏｇｒａｍ 函数取

得近似值； ｔ 值为满足实际约束的自适应阈值取值。

３　 仿真实验

３．１　 二维悬臂梁优化

采用单侧受不变载荷悬臂梁作为数值计算模

型，其结构如图 １ 所示。 不失一般性，其左端固定，
整体梁身为优化设计区域，设计域离散单元数为

２４０∗８０，右侧中心部分承受竖直向下力 Ｆ。
40F

100

图 １　 悬臂梁结构示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

　 　 取体积约束 ｆ ＝ ０．５，惩罚系数 ｐ ＝ ３，过滤半径

ｒｍｉｎ ＝ ２．５， 约束条件为体积原结构 ５０％，优化目标为

满足约束条件下最小化柔度。 悬臂梁优化结果对比

（Ｖ ＝ ０．５）如图 ２ 所示。
经过迭代得到的拓扑结构如图 ２（ａ）所示；对拓

扑结构采用 ＯＴＳＵ 最大类间方差法优化，所得结果

如图 ２（ｂ）所示；采用动态范围压缩方法优化所得结

果如图 ２（ｃ）所示；采用阶梯量化方法所得结果如图

２（ｄ）所示；采用普通阈值分切方法所得结果如图 ２
（ｅ）所示；采用本文所述自适应阈值算法所得优化

对比实验的结果如图 ２（ｆ）所示。

（a）待优化拓扑图像

（c）动态范围压缩

（e）普通全局阈值分切

（b）OTSU最大类间方差法

（d）阶梯量化

（f）自适应阈值算法

图 ２　 悬臂梁优化结果对比（Ｖ＝０．５）

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ （Ｖ＝

０．５）

３．２　 实验结果比较与分析

对基于 ＳＩＭＰ 悬臂梁模型拓扑图采用不同方法

优化数据见表 １，统计数据包括不同数值优化方法

的总灰度集，优化后数据的偏离值以及整体数值偏

离程度。 本文设定拓扑结构离散单元数为２４０∗８０，

优化选用的体积约束 ｆ 为 ０．５，初始图像灰度单元总

数为 ９ ６００。
表 １　 悬臂梁不同方法优化对比

Ｔａｂ． １　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄｓ

优化方法 灰度集 偏离值 偏离度 ／ ％

ＯＳＴＵ ９ ５００ －１００ －１．０４

ＤＲＣ ９ ８０３ ＋２０３ ＋２．１１

阶梯量化 ９ ２４２ －３５８ －３．７３

普通阈值 ９ ７６６ ＋１６６ ＋１．７３

自适应阈值 ９ ５９８ －２ －０．０１

　 　 分析表 １ 数据可知，ＯＴＳＵ 最大类间方差法由

于其阈值的确定充分考量整体数据的方差值，准确

度较高，所得数据集合与约束值为下偏差，整体数值

较为接近，偏离度为－１．０４％，仍需寻求偏离度较小

结构。
动态范围压缩 ＤＲＣ 法由于数映射将多数中间

图像密度单元向上边缘逼近，导致整体数据偏上限

输出。 因此所得数据呈上偏差，整体偏离程度为

＋２．１１％，仍存在中间密度单元，优化效果不理想。
阶梯量化算法由于阶梯值为均匀选取，因此对

中间灰度的放缩效应较差，导致图像较为模糊。 所

得数据呈下偏差，且偏离度达到－３．７３％，整体优化

效果不明显，且存在较多灰度单元。
普通全局阈值分切算法较好的区分图像结构，有

效抑制中间密度单元，图像较为清晰，但是整体数据

偏差＋１．７３％，不能满足优化后结构偏离度低的要求。
自适应阈值算法与普通阈值相比，在灰度级整体

偏移程度上有较大提升，几乎完全覆盖约束条件，且
优化图像黑白分明，可以有效完成中间密度单元向 ０
和 １ 边界元素的放缩，整体数据偏离度仅为０．０１％。
　 　 为验证自适应阈值算法针对不同拓扑结构图像

具有普适性，通过不同网格规模的对比实验，验证算

法的可靠性。 对不同结构采用自适应阈值优化后，
对比数据见表 ２。

表 ２　 自适应阈值不同结构优化

Ｔａｂ． ２　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ

网格规模 标准值 灰度集 偏离度 ／ ％

６０×２０ ６００ ６００ ０
１２０×４０ ２ ４００ ２ ４０２ ＋０．０８
１８０×６０ ５ ４００ ５ ４０１ ＋０．０１
２４０×８０ ９ ６００ ９ ５９８ －０．０１
３００×１００ １５ ０００ １４ ９９８ －０．０１
３６０×１２０ ２１ ６００ ２１ ６０６ ＋０．０２
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