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多核支撑向量回归方法研究

陈　 博， 郑凯东， 王家华

（西安石油大学 计算机学院， 西安 ７１００６５）

摘　 要： 近些年来，支撑向量回归方法在减少泛化误差方面表现出了出色的性能。 然而，传统的支撑向量机或者支撑向量回

归方法是基于单个核函数的，在高维空间中解决非线性问题。 但随着应用领域不断扩展，在一些复杂情形下，由单个核函数

构成的支撑向量回归方法并不能满足数据异构、输入空间维度过高等实际问题。 针对此问题，人们在单核学习的基础上提出

了多核学习，即将多个核函数进行线性组合，以此来提高模型精度，并逐渐成为当下机器学习领域研究的热点。 文章综述了

支撑向量回归算法与多核学习算法理论知识，并分析了各自的特点以及应用领域。 总结了多核支撑向量回归方法下一步的

研究趋势。
关键词： 支撑向量机； 支持向量回归； 多核学习

Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ Ｍｕｌｔｉｐｌｅ－Ｋｅｒｎｅｌ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ
ＣＨＥＮ Ｂｏ ， ＺＨＥＮＧ Ｋａｉｄｏｎｇ， ＷＡＮＧ Ｊｉａｈｕａ

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｘｉ＇ａｎ Ｓｈｉｙｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ＇ａｎ ７１００６５）

【Ａｂｓｔｒａｃｔ】 Ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｙｅａｒｓ， ｔｈｅ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｓｈｏｗｎ ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎ ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ
ｅｒｒｏｒｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｍａｃｈｉｎｅｓ ｏｒ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｒｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｋｅｒｎｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｏ
ｓｏｌｖｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｈｉｇｈ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄ， ｉｎ ｓｏｍｅ
ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｓｉｔｕａｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｋｅｒｎｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃａｎ ｎｏｔ ｍｅｅｔ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｄａｔａ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｙ ａｎｄ ｉｎｐｕｔ ｓｐａｃｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｉｓ ｔｏｏ ｈｉｇｈ． Ａｉｍｉｎｇ ａｔ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｋｅｒｎｅｌ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｐｕｔ
ｆｏｒｗａｒｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ－ｃｏｒｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｏ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｃｏｍｂｉｎｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｋｅｒｎｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｏｄｅｌ， ａｎｄ ｇｒａｄｕａｌｌｙ ｂｅｃｏｍｅ ａ ｈｏｔ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｔｏｐｉｃ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ． Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｒｅｖｉｅｗｓ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ
Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｋｅｒｎｅｌ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ａｎｄ ａｎａｌｙｚｅｓ ｔｈｅｉｒ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄｓ． Ａｔ
ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ａｒｔｉｃｌｅ， ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｔｒｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ Ｋｅｒｎｅｌ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｓｕｍｍａｒｉｚｅｄ．
【Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ】 Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｍａｃｈｉｎｅ； Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ； ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｋｅｒｎｅｌ ｌｅａｒｎｉｎｇ

�哈尔滨工业大学主办 系统开发与应用

作者简介： 陈　 博（１９９３－），男，硕士研究生，主要研究方向：智能计算、可视化技术； 郑凯东（１９６４－），男，副教授，主要研究方向：图形学与虚拟

现实、程序设计、计算机基础教育； 王家华（１９４５－），男，教授，主要研究方向：地质统计学算法、油气藏建模、油气田地质图形可视

化。

收稿日期： ２０１８－１０－２４

０　 引　 言

支撑向量机（ＳＶＭ）是一种实现了结构风险最

小化和 ＶＣ 理论的学习方法，于 １９９５ 年首次引入

（Ｃｏｒｔｅｓ ａｎｄ Ｖａｐｎｉｋ，１９９５）。 由于支撑向量机在文本

分类中显示出了卓越的性能（Ｊｏａｃｈｉｍｓ，１９９８），很快

就成为了机器学习的主流技术。 支持向量机有 ２ 个

主要类别：支持向量分类（ ＳＶＣ） 和支持向量回归

（ＳＶＲ） ［１］。 ＳＶＭ 是一种使用高维特征空间的学习

方法，其在支撑向量的子集上扩展预测函数。 ＳＶＭ
可以通过很少的支持向量推广复杂的灰度级结构，
从而为图像压缩提供了一种新的机制［２］。 １９９７ 年，
Ｖａｐｎｉｋ、Ｓｔｅｖｅｎ Ｇｏｌｏｗｉｃｈ 和 Ａｌｅｘ Ｓｍｏｌａ 提出了一种

ＳＶＭ 用于回归的版本。 该方法称为支持向量回归

（ＳＶＲ）。 是支撑向量机最常见的应用形式。

传统的统计回归过程通常是得到一个函数

ｆ（ｘ） 的过程，这个函数对于所有实验样本预测和实

验观察到的数据之间具有最小误差。 支撑向量回归

（ＳＶＲ）的一个主要特点是，其不是用来最小化观察

到的训练误差，而是尝试最小化泛化误差边界，从而

实现泛化性能。

１　 支撑向量回归

１．１　 线性支撑向量回归

一般的回归估计可以表述为如下问题，给定输

入样本 ｛（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），．．．，（ｘｌ，ｙｌ）｝， ｘ ∈ Ｒ，其
中，ｘ 代表输入空间，ｙ 代表对应目标数据，回归估计

的目标是去寻找一个函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ），使得函数对于所

有输入数据 ｘ 与实际获得的目标 ｙ 数据具有最小的

误差，并且尽可能平滑。 其中 ｆ（ｘ） 可以表达为如下



形式：
ｆ（ｘ） ＝ ωｘ ＋ ｂ　 ｘ ∈ Ｒ　 ｂ ∈ Ｒ （１）

　 　 与传统回归方法不同的是，支撑向量回归是假

设可以容忍 ｆ（ｘ） 与 ｙ 之间最多有 ε 的偏差，即仅当

ｆ（ｘ） 与 ｙ 之间差别的绝对值大于 ε 时才计算损失。
如图 １ 所示，以 ｆ（ｘ） 为中心，构建一个宽度为 ２ε 的

间隔带，若训练样本落入次间隔带，则认为是被预测

正确的。 要使公式（１）更加平滑，则意味着要最小

化 ω。 为此，需要最小化欧几里得范数，即 ‖ω‖２，
所以该问题可以转化为凸优化问题，表达如下：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ １
２

‖ω‖２

ｓ．ｔ．　 ｙｉ － ωｘ － ｂ ≤ ε　 　 　
ωｘ ＋ ｂ － ｙｉ ≤ ε （２）

　 　 在一些情况下，误差是允许存在的，不可能对所

有训练数据都有极高的精度，为此，可以引入松弛向

量 ξ 处理那些不符合要求的样本，公式可以转换为：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ １
２
‖ω‖２ ＋ Ｃ∑

ｌ

ｉ ＝ １
（ξｉ ＋ ξ∗

ｉ ）

　 　 ｓ．ｔ．　 ｙｉ － ωｘ － ｂ ≤ ε ＋ ξｉ
ωｘ ＋ ｂ － ｙｉ ≤ ε ＋ ξ∗

ｉ 　 ξｉξ∗
ｉ ≥ ０ （３）

　 　 其中， Ｃ为正则化参数，用来平衡模型的复杂度

与训练误差，ＳＶＲ 一般使用 ε 不敏感损失函数。 如

图 ２ 所示，其定义为：

｜ ξ ｜ ＝
０　 　 　 　 ｉｆ ｜ ξ ｜ ＜ ε
｜ ξ ｜ － ε 　 Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ{ （４）

　 　 引入拉格朗日乘子，得到该问题的对偶形式：

Ｌ ＝ １
２

‖ω‖２ ＋ Ｃ∑
ｌ

ｉ ＝ １
（ξｉ ＋ ξ∗

ｉ ） － ∑
ｌ

ｉ ＝ １
（αｉ ＋ ξｉ －

　 　 　 　 ｙｉ ＋ ωｘｉ ＋ ｂ） － ∑
ｌ

ｉ ＝ １
α∗

ｉ （ε ＋ ξ∗
ｉ ＋ ｙｉ － ωｘｉ －

　 　 　 　 ｂ） － ∑
ｌ

ｉ ＝ １
（ηｉξｉ － η∗

ｉ ξ∗
ｉ ） （５）

求解上述优化问题，令公式（５） 中对偶函数 Ｌ ＝
Ｌ（ω，ｂ，α１，α∗

１ ，ξ１，ξ∗
１ ，ηｉ，η∗

ｉ ） 对 ω、ｂ、ξｉ 和 ξ∗
ｉ 的偏

导为 ０，则线性支撑向量回归最终可求得如下形式：

ｆ（ｘ） ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
（αｉ － α∗

ｉ ） （ｘｉ·ｘ） ＋ ｂ （６）

１．２　 非线性支撑向量回归

实际应用中，大多数的训练样本都为高维向量，
是线性不可分的。 求解公式（６）中涉及到计算输入

向量 ｘ 在特征空间的内积。 由于特征空间维数可能

很高，甚至可能是无穷维。 因此直接计算内积是非

常困难的。 为了避开这个问题，可以设想如下函数：

Ｋ（ｘｉ， ｘ ｊ） ＝ 〈ϕ（ｘｉ）， ϕ（ｘ ｊ）〉 ＝ （ｘｉ·ｘ ｊ） （７）

+ε

0

+ε

ξ

图 １　 支撑向量回归示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ

ξ

-ε +ε

图 ２　 ε－不敏感损失函数

Ｆｉｇ． ２　 ε－ｉｎｓｅｎｓｉｔｉｖｅ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　 　 即 ｘｉ 与 ｘ ｊ 在特征空间的内积等于它们在原始

样本空间中通过函数 ｋ（） 计算的结果。 有了这样

的函数，就不必直接去计算高维甚至无穷特征空间

中的内积。 这样的函数称为核函数。 于是，引入核

函数，将原优化问题转换为：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ １
２
‖ω‖２ ＋ Ｃ

ｌ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
（ξｉ ＋ ξ∗

ｉ ） （８）

ｓ．ｔ．
（φ（ｘｉ） ＋ ｂ） － ｙｉ ≤ ε ＋ ξｉ
ｙｉ － （φ（ｘｉ） ＋ ｂ） ≤ ε ＋ ξ∗

ｉ

ｉ ＝ １，…，ｌ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 对偶问题转化为：

ｍａｘ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
（αｉ － α∗

ｉ ）ｙｉ －
１
２ ∑

ｌ

ｉ， ｊ ＝ １
（αｉ － α∗

ｉ ）

（α ｊ － α∗
ｊ ）Ｋ（ｘｉ， ｘ ｊ） － ε∑

ｌ

ｉ ＝ １
（αｉ ＋ α∗

ｉ ）

ｓ．ｔ．　
∑

ｌ

ｉ ＝ １
（αｉ － α∗

ｉ ） ＝ ０

Ｃ
ｌ

≥ αｉ， α∗
ｉ ≥ ０， ｉ ＝ １，…，ｌ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

　 　 支撑向量回归模型为

ｙ ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
αｉ － α∗

ｉ( ) Ｋ（ｘｉ，ｘ） ＋ ｂ （１０）
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２　 多核支撑向量回归学习

２．１　 介绍

由于近些年来支撑向量机和支撑向量回归方法

的发展。 极大地提高了核函数领域的研究。 核函数

的使用，使得支撑向量算法可以由线性不可分问题

转换为线性可分问题，使其快速应用到诸多领域。
２００８ 年，黎铭等人提出了基于多核集成的在线半监

督学习方法。 之后，牟少敏等人提出了一种基于协

同聚类的多核学习方法。 ２０１０ 年，韩彦军等人提出

了一种基于多核学习的双稀疏关系学习算法，随着

理论研究的逐渐深入，核方法的使用有效地改进了

许多学习算法的性能，极大地扩展了这些算法在文

本分类、储层建模、疾病诊断、图像划分、计算机视

觉、目标检测以及医疗成像分析等领域的应用［３］。
传统的支撑向量回归方法，往往使用单个核函数。
核函数的选择直接决定了支撑向量回归的最终性

能。 由于不同的核函数具有不同的特性，所以，在使

用单个核函数时，往往模型的性能会各不相同。 如

常见的核函数有高斯核函数、线性核函数、多项式核

等［４］。
此外，当样本特征含有异构信息、样本规模很

大，多维数据的不规则、或者数据在高维特征空间分

布不平坦、模型采用单个核函数进行数据映射并不

合理。 所以，近些年来，人们尝试使用不同的核函数

组合来对应不同的相似性概念或者多个来源的信

息，即多核学习方法。
２．２　 核方法

由公式（９）可看出，给定一个回归模型，其中， ｘ
代表输入向量，ｙ代表输出向量，若不考虑偏移项 ｂ，
在线性不可分的情况下，学得的模型总可以表示成

核函数 Ｋ（ｘｉ，ｘ ｊ） 的线性组合。 则输入向量 ｘ可以通

过一个非线性映射将数据映射到高维特征空间。 然

后，在高维特征空间中，将原有的线性不可分问题转

换为线性可分问题进行求解。 非线性映射表达如

下：
ｘ➝ϕ（ｘ） （１１）

　 　 将输入数据映射到一个新的特征空间后， 原有

的模型学习转变为：
（ϕ（ｘ１）， ｙ１）， （ϕ（ｘ２）， ｙ２），…，（ϕ（ｘｌ）， ｙｌ）

（１２）
　 　 由于超平面可以表示为所有训练样本在高维特

征空间中与测试样本内积的线性组合， 而核函数可

以把非线性映射和内积计算 ２ 个过程结合起来。 从

而降低了在高维空间中计算内积的复杂度，避免了

维数灾难。 常用的核函数如下：
线性核：

ｋ（ｘｉ， ｘ ｊ） ＝ ｘＴ
ｉ ｘ ｊ （１３）

　 　 多项式核：
ｋ（ｘｉ， ｘ ｊ） ＝ （ｘＴ

ｉ ｘ ｊ） ｄ （１４）
　 　 高斯核：

ｋ（ｘｉ， ｘ ｊ） ＝ ｅｘｐ（ －
‖ｘｉ － ｘ ｊ‖２

２σ２ ） （１５）

２．３　 多核学习

有些情况下，样本规模很大或者数据含有异构

信息，即数据来自于不同的数据源，例如在储层建模

领域，Ｄｅｍｙａｎｏｖ 已经证明了半监督支撑向量回归

（支撑向量机的扩展）方法有能力，在流体环境中将

岩石物性转换为模型分布，但在高维空间里计算线

性回归，对数据映射使用单一的核，会使复制多尺

度、不稳定结构变得复杂，不能精确反映出数据的相

关性。 尽管这种复杂性在一定程度上是可以使用未

跟踪数据的半监督学习来解决的，但是却不能在多

重尺度的精确反映出相关性。 所以，多核学习逐渐

成为当下研究的热点。
２００４ 年，Ｌａｎｃｋｒｉｅｔ 提出使用多个核函数的最优

线性凸组合来替代单核，即多核学习。 多核学习

（ＭＫＬ）现在已经作为一个特征选择技术使用到不

同的应用中。 例如，Ｔｕｉａ ｅｔ．ａｌ 使用 ＭＫＬ 从卫星图中

选择相关特征。 Ｔａｋａｓｈｉｍａ ｅｔ．ａｌ 使用 ＭＫＬ 从声源定

位中寻找声音转移函数的相关光谱维度。 随后，
Ｄｉｌｅｅｐ ｅｔ．ａｌ 更详细的解释了 ＭＫＬ 特征选择理论，并
把其应用到图像分类当中，且多核 ＳＶＲ 已经被应用

到放射性映射和模拟风场当中。 多核学习可表示为

如下形式：

ｋ（ｘｉ， ｘ ｊ） ＝ ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
ｄｍｋ（ｘｉ， ｘ ｊ； θｍ）

ｄｍ ≥ ０　 　 ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
ｄｍ ＝ １ （１６）

　 　 其中， θｍ代表单核的各个内部参数；ｄｍ 代表每

个核权重；Ｍ 为核函数的个数。 多重核方程可以灵

活地代替曾使用的输入特征、核的超参数和数量。
每个核函数可能使用不同的特征来描述来自不同数

据源的特征，所以与单核学习不同的是，原有的模型

优化问题转化为核权重 ｄ 的选择问题，因此，需要在

单核中同时学习系数 θ 和权重 ｄ。 图 ３ 所示就是多

核支撑向量回归学习过程图。
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图 ３　 多核支撑向量回归过程

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｕｌｔｉ－ｃｏｒｅ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｖｅｃｔｏｒ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ

３　 总结与展望

如前文所述，文章针对支撑向量回归，多核学习

的概念、算法以及应用做出了研究综述。 多核支撑

向量回归方法，在模式识别等诸多领域都有大量的

理论分析和成功应用。 由于单核支撑向量回归所存

在的模型精度不高的弊端，多核支撑向量回归方法

已经成为当下机器学习的研究热点。 在解决一些复

杂问题时，如数据异构、输入数据维度较高，多核支

撑向量回归模型会具有更高的精度。 可以预见，多
核学习必将在支撑向量机、支撑向量回归等方面得

到不断推广。
基于支撑向量回归的多核学习现如今已经得到

了各个领域的普遍认可，必将成为一种有效的回归

分析工具。 但当前的学习方法，仍然存在一些未解

决的问题。 阻碍了多核支撑向量回归学习的进一步

发展。
　 　 （１）当产生新的核函数时，其满足 Ｍｅｒｃｅｒ 条件，
该如何与之前所使用的核函数进行融合。

（２）如何处理和多个核函数的之间的关系，也
就是当使用多核支撑向量回归模型时，确定模型系

数的主要步骤是反复学习支撑向量回归模型，这极

大地降低了学习效率。
（３）多核支撑向量回归模型拥有诸多参数， 如

超参数 Ｃ、敏感损失函数 ε、核带宽参数 σ，良好的参

数可以很大程度上减少模型的训练时间，所以，寻找

模型参数的最优组合也是一大研究热点。
这些问题的存在，使得多核支撑向量回归学习

研究的道路依然任重而道远。
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