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摘　 要:
 

采用小波阈值方法去噪虽然应用广泛,但传统的硬阈值和软阈值函数仍然存在截断、连续性及恒定误差等问题,导致

信号去噪效果不佳。 针对阈值函数局限性导致降噪不佳的问题,提出一种增加调节系数的改进小波阈值算法,通过控制系数

可以灵活选择阈值函数满足信号去噪需求。 仿真与实验测试表明,改进算法有效提高了信号的去噪效果,同时信噪比均方误

差均有了明显改善,验证了改进算法的实际去噪效果和与原信号的接近程度,可以满足各种类型数字信号的去噪需求。
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Abstract:
 

Although
 

the
 

wavelet
 

threshold
 

method
 

is
 

widely
 

used
 

in
 

denoising,
 

the
 

traditional
 

hard
 

threshold
 

and
 

soft
 

threshold
 

functions
 

still
 

have
 

problems
 

such
 

as
 

truncation,
 

continuity
 

and
 

constant
 

error,
 

which
 

leads
 

to
 

poor
 

signal
 

denoising
 

effect.
 

Aiming
 

at
 

the
 

problem
 

of
 

poor
 

noise
 

reduction
 

caused
 

by
 

the
 

limitation
 

of
 

threshold
 

function,
 

an
 

improved
 

wavelet
 

threshold
 

algorithm
 

with
 

an
 

adjustment
 

coefficient
 

is
 

proposed.
 

The
 

threshold
 

function
 

can
 

be
 

flexibly
 

selected
 

to
 

meet
 

the
 

demand
 

of
 

signal
 

denoising
 

by
 

controlling
 

the
 

coefficient.
 

The
 

simulation
 

and
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

improved
 

algorithm
 

effectively
 

improves
 

the
 

denoising
 

effect
 

of
 

the
 

signal,
 

and
 

the
 

mean
 

square
 

error
 

of
 

the
 

signal-to-noise
 

ratio
 

has
 

been
 

significantly
 

improved,
 

which
 

verifies
 

the
 

actual
 

denoising
 

effect
 

of
 

the
 

improved
 

algorithm
 

and
 

the
 

closeness
 

to
 

the
 

original
 

signal,
 

and
 

can
 

meet
 

the
 

denoising
 

needs
 

of
 

various
 

types
 

of
 

digital
 

signals.
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0　 引　 言

实际工业生产过程中, ⸰数字信号在产生、传输

及接收过程中受设备精度、环境等因素干扰[1] ,导
致获取到的实际信号与理想信号存在较大的偏差,
产生较大损耗。 因此,需要对采集的信号进行处理,
去除噪音干扰,获取纯净信号[2] 。

常见的去噪方法如傅里叶变换、小波去噪,由于

傅里叶变换存在时域问题的限制,该局限性使得其

只可以对平稳的信号进行去噪[3] ,但实际信号常常

是非平稳的波动信号。 而小波去噪算法综合考虑了

时域和频域[4] ,因此在实际生产中大都选择小波阈

值算法进行信号去噪。

Donoho 等[5] 提出的小波硬阈值、软阈值去噪

法,作为经典算法对信号去噪有着重要意义。 但由

于传统硬阈值、软阈值函数自身的限制,在对波动信

号去噪时会在阈值处出现截断以及恒定误差等问

题,导致去噪效果欠佳。 因此,侯云海等[6] 选择基

于硬阈值函数进行阈值公式的重新设定来改善平滑

性,但该方式仍未解决阈值处不连续的情况;崔莹

等[7]通过添加调节参数实现软硬阈值函数切换,但
调节灵活度不高,且随着分解层越多时会出现信号

失真问题;杨兆昭等[8] 采用加权平均阈值函数以降

低恒定偏差,但受限于分解尺度的小波系数,计算复

杂且对存在大方差的噪声过滤效果较差。
针对上述方法中出现的问题,本文提出一种改



进阈值算法。 该方法基于指数函数进行平滑处理,
同时通过改变系数以灵活改变阈值函数,保留原阈

值函数优点同时优化阈值函数误差,以满足各种类

型的去噪需求。

1　 小波去噪原理分析

小波变换将原始含噪信号进行信号系数分解,
分解为小波域较为集中的所需信号和遍布整个小波

域的噪声信号[9] ,即小波分解可以通过小波系数区

分信号和噪声,一般分解后信号的小波系数幅值比

噪声的系数幅值大。 小波阈值去噪通过选择合适的

阈值,将系数大的信号保留,消除小系数的噪声[10] ,
保留这部分系数后进行小波逆变换得到去噪信号。

线性含噪的一维信号可以表示如下:
f(x) = A(x) + B(x) (1)

　 　 其中, f(x) 为含噪信号; A(x) 为原始信号;
B(x) 为噪声信号。

将含噪信号函数 f(x) 进行离散处理,可以展开

成不同尺度、不同位置的尺度函数和小波函数的线

性组合[11] ,如下式:

f(x) = A(x) + B(x) = ∑
k
c0(k)ϕ0,k(x) +

∑
∞

j = 0
∑

k
d j(k)ψ j,k(x) (2)

进而

co(k) = ∫f(x)ϕ0,k(x)dx

d j(k) = ∫f(x)ψ j,k(x)dx
(3)

式中: co(k) 和 d j(k) 为近似系数与细节系数[12] 。
实现过程为:先将尺度分解[13] ,然后基于分解

后的信号系数进行阈值去噪,最后基于去噪处理的

信号进行恢复,得到较为纯净稳定的去噪信号,整体

去噪过程如图 1 所示。

去噪信号信号重构阈值函数
去噪

细节系数

原始含噪
信号

近似系数

小波分解

图 1　 小波去噪处理流程图

Fig.
 

1　 Flow
 

chart
 

of
 

wavelet
 

denoising
 

processing

　 　 由图 1 可见,去噪处理中较为重要的是关于阈

值函数的选择,传统阈值函数一般分为硬阈值函数

和软阈值函数[14] 。
硬阈值去噪函数通过把分解的小波系数以阈值

进行划分,其中噪音信号多处于较小系数的部分,因
此直接将低于阈值的部分置 0,而高于阈值的部分

则保持不变。
硬阈值函数:

d(x) =
x, | x | ≥ λ
0, | x | < λ{ (4)

　 　 软阈值函数:

d(x) =
sign(x)( | x | - λ)

 

, | x | ≥ λ
0

 

,　 　 　 　 　
  

　
 

　 | x | < λ{ (5)

　 　 上式传统软、硬阈值函数如图 2 所示:

硬阈值函数
软阈值函数

阈值

阈值

图 2　 传统阈值函数图

Fig.
 

2　 Plot
 

of
 

the
 

traditional
 

threshold
 

function

　 　 由于在阈值处截断,硬阈值函数不连续,导致信

号在重构之后信号的连贯性不能得到保证,出现伪

吉布斯现象[15] 。
软阈值函数相较于硬阈值函数在阈值处对系数

进行了处理。 虽然函数进行平滑处理,但也导致信

号在重构之后存在恒定偏差[16] 。

2　 改进阈值函数

针对传统硬、软阈值去噪函数及文献[6-8]改

进函数存在连续性差、恒定偏差等问题,本文提出一

种改进小波阈值去噪函数如下:

d(x) =
sign(x) | x | +

α
eβ(| x| -λ)2 - 1( ) λ{ } , | x | ≥ λ

0,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 | x | < λ

ì

î

í

ïï

ïï

(6)
式中: x 是小波分解后的系数, λ是阈值, sign(x) 是符

号函数, α 是修正系数, β 是调整因子。 通过控制 α 和

β 可以实现硬阈值、软阈值函数的灵活切换。
本文提出的改进阈值函数理论推导证明如下:
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1)与硬阈值函数的逼近性

　 lim
x→∞

d(x)
x

= lim
x→∞

x +
α

eβ( | x| -λ) 2 - 1( ) λ
x

=

lim
x→∞ 1 +

α
eβ( | x| -λ) 2 - 1( ) λ

x
( ) = 1 (7)

所以, d(x) 以 d(x) = x 为渐近线。

　 lim
x→∞

d(x) - x = lim
x→∞

x +
α

eβ(| x| -λ)2 - 1( ) λ - x =

　 　 　 lim
x→∞

α
eβ( | x| -λ) 2 - 1( ) λ = 0 (8)

因此,在 | x | > λ 时 d(x) 无限逼近 x, 说明改

进函数使得原始信号得到更好的保留。
2)函数的高阶可微性

改进函数的左导数:

lim
x→λ -

d(x) - d(λ)
x - λ

= lim
x→λ -

α
eβ( | x| -λ) 2 - α( ) λ

x - λ
=

　 　 　 lim
x→λ -

(1 - eβ( | x| -λ) 2
)αλ

(x - λ)eβ( | x| -λ) 2 = 0 (9)

同理右导数:

lim
x→λ +

d(x) - d(λ)
x - λ

= 0 (10)

　 　 因此,在 (λ, + ∞ ) 上,

　 dd(x)
dx

= lim
Δx→0

d(x + Δx) - d(x)
Δx

=

　 　 lim
Δx→0

Δx +
α

eβ( | x+Δx| -λ) 2 - α
eβ( | x| -λ) 2( ) λ

Δx
=

　 　 lim
Δx→0

1 + (eβ( | x| -λ) 2 - eβ( | x+Δx| -λ) 2
)αλ

eβ( | x+Δx| -λ) 2
eβ( | x| -λ) 2

Δx( ) =

　 　 lim
Δx→0

1 + (eβ
 

| x| - eβ
 

| x+Δx| )αλ
eβ( | x+Δx| +| x| ) Δx( ) (11)

通过式(9) ~ (11)的推导验证, d(x) 在整个小波

域一阶可导,
 dd(x)

dx
= lim

Δx→0
1 + (eβ

 

| x| - eβ
 

| x+Δx| )αλ
eβ(| x+Δx| +| x| ) Δx( ) 在

(λ, + ∞ ) 上为连续函数。
综上表明,改进算法有效解决了进行信号重构

时出现截断以及恒定偏差问题。
 

3　 实验与仿真分析

由原始信号随机产生的信号数据分析所得,利

用传统阈值去噪算法、文献[6-8]和本文提出的改

进阈值去噪算法,分别对原始信号进行仿真试验测

试,步骤如下:
1)尺度分解

本文在进行尺度分解的过程确定: 对信号

Signal 使用小波“ db4”进行了 3 层分解[17] ,分解如

图 3 所示。

第一层近似系数

第二层近似系数

第三层近似系数第三层细节系数

第二层细节系数

第一层细节系数

原始信号

图 3　 三层信号分解图

Fig.
 

3　 Three-layer
 

signal
 

decomposition
 

diagram

　 　 过程中分解系数将存放在数组 c, 包括低频系

数 CA3 和 3 层高频系数 CD1、CD2、CD3, 其他各层分

解后的长度将存放在数组 l。
其中,低频系数 CA3 即近似系数,高频系数 CDi

为细节系数。
2)阈值去噪

使用 sqtwolog 计算各层的阈值
 

:sqtwolog 规则

是设置阈值 λ 为 sqrt(2 × log(length(N))), 其中 N
为信号长度[18] 。

各层分别基于式(5)和式(6)的软阈值函数进行实

验,使用小波“db4”进行各层系数的分解如图 4 所示。

6.0
5.5
5.0

1
0

-1

1
0

-1

1
0

-1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

0 5 10 15 20 25

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

0 2 4 6 8 10 12 14

小波分解-第一层细节系数CD1

小波分解-第二层细节系数CD2

小波分解-第三层细节系数CD3

小波分解-近似系数CA3

图 4　 分解各层系数图

Fig.
 

4　 Decompose
 

the
 

coefficient
 

map
 

of
 

each
 

layer
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　 　 3)信号重构

逆变换重构后获得所需信号,通过 Matlab 基于

原始信号进行传统硬阈值、软阈值、文献[6]改进硬

阈值、文献[7]改进软阈值、文献[8]改进软阈值及

本文改进软阈值去噪函数的仿真实验,图 5 ~ 11 分

别验证了各去噪函数对同一信号的去噪滤波效果。

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5
0 10 20 30 40 50 60 70

原始信号
硬阈值

图 5　 原始信号与传统硬阈值去噪图

Fig.
 

5　 Original
 

signal
 

with
 

conventional
 

hard
 

threshold
 

denoised
 

map

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5
0 10 20 30 40 50 60 70

原始信号
硬阈值函数
文献[6]改进阈值函数

图 6　 原始信号与传统硬阈值及文献[6]改进硬阈值去噪对比图

Fig.
 

6 　 Comparison
 

of
 

original
 

signal,
 

traditional
 

hard
 

threshold
 

and
 

improved
 

hard
 

threshold
 

denoising
 

in
 

reference

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5
0 10 20 30 40 50 60 70

原始信号
硬阈值
软阈值

图 7　 原始信号与传统硬阈值及软阈值去噪对比图

Fig.
 

7 　 Comparison
 

of
 

original
 

signal
 

and
 

traditional
 

hard
 

threshold
 

and
 

soft
 

threshold
 

denoising

2.2
2.0
1.8
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1.0
0.8
0.6
0.4
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原始信号
软阈值函数
本文改进阈值函数

图 8　 原始信号与传统软阈值及本文改进软阈值去噪对比图

Fig.
 

8　 Comparison
 

of
 

the
 

original
 

signal
 

and
 

the
 

traditional
 

soft
 

threshold
 

and
 

the
 

improved
 

soft
 

threshold
 

denoising
 

in
 

this
 

paper

2.2

2.0

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.40 10 20 30 40 50 60 70

硬阈值函数
文献[7]改进阈值函数
本文改进阈值函数

图 9　 原始信号与文献[7]改进软阈值及本文改进软阈值去噪对比图

Fig.
 

9 　 Comparison
 

of
 

the
 

original
 

signal
 

and
 

the
 

improved
 

soft
 

threshold
 

in
 

reference
 

[7]
 

and
 

the
 

improved
 

soft
 

threshold
 

denoising
 

in
 

this
 

paper

2.2
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
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0.4
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硬阈值函数
文献[8]改进阈值函数
本文改进阈值函数

图 10　 原始信号与文献[8]改进软阈值及本文改进软阈值去噪对比图

Fig. 10 　 Comparison
 

of
 

the
 

original
 

signal
 

and
 

the
 

improved
 

soft
 

threshold
 

in
 

reference
 

[8]
 

and
 

the
 

improved
 

soft
 

threshold
 

denoising
 

in
 

this
 

paper

2.4
2.2
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
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硬阈值函数
软阈值函数
文献[7]改进阈值函数
文献[8]改进阈值函数
本文改进阈值函数

图 11　 原始信号与各算法及本文改进软阈值去噪效果图

Fig.
 

11　 Original
 

signal
 

and
 

each
 

algorithm
 

and
 

the
 

effect
 

of
 

the
 

improved
 

soft
 

threshold
 

denoising
 

in
 

this
 

paper
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　 　 通过仿真结果可得,传统硬阈值、软阈值函数、
文献[6-8]的改进函数,虽然对干扰噪声的消除均

有改善,但仍然可以看出本文提出的改进阈值函数

去噪效果更优。
最后,为了进一步验证改进算法的性能,利用能

够反映实际去噪效果和与原信号的程度接近的信噪

比 (SNR) 和均方误差(MSE) 进行计算[19] ,其定义

表达式如下:

SNR = 10 × log10
∑
N

i = 1
y( i) 2

∑
N

i = 1
(y( i) - ŷ( i)) 2( ) (12)

MSE = 1
N∑

N

i = 1
( | y( i) - ŷ( i) | ) 2 (13)

　 　 其中,在对含噪信号处理重构后, 信噪比 SNR
越大,证明对信号的恢复性越好;而均方误差 MSE
越大,则表明降噪效果更好[20] 。 通过传统硬、软阈

值函数、文献[6 - 8] 改进函数及本文改进函数去噪

的 SNR 和 RMSE 的计算数据见表 1。

表 1　 去噪效果对比

Table
 

1　 Comparison
 

of
 

denoising
 

effect

信噪比 SNR 均方误差 RMSE

传统硬阈值去噪 12. 627 0. 425

文献[6]改进硬阈值去噪 12. 994 0. 408

传统软阈值去噪 19. 317 0. 393

文献[7]改进软阈值去噪 21. 001 0. 361

文献[8]改进软阈值去噪 21. 552 0. 352

本文改进软阈值去噪 23. 201 0. 315

　 　 从图 11 原始信号与各算法及本文改进软阈值

去噪效果图对比可以看出,本文提出的改进算法对

信号的消噪处理效果更好。 而对比表 1 的信噪比和

均方误差可知,改进算法信噪比更高,均方误差更

小。 因此,可以明显看出本文所提出的改进阈值去

噪算法效果更优。

4　 结束语

综合传统阈值函数的阈值处截断问题以及恒定

误差的缺点结合算法稳定性、适用范围和去噪效果等

部分的考虑,本文对小波阈值去噪函数进行改进,提
出了一种新的小波阈值去噪函数,改进算法克服了传

统阈值函数在阈值处存在截断以及恒定误差等问题。
对比于传统软、硬阈值函数,本文提出的采用一

种增加调节系数的新软阈值函数,能够通过控制系

数灵活选择阈值函数。 通过仿真与实验测试表明,
信噪比与均方误差均有了明显改善,验证了改进算

法有效提高了信号的去噪效果。
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